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Qualquer determinagao experimental, repetida em condigoes supostas identi-

cas, da origem a resultados diferentes. A anal.ise estatistica das variagoes obser-

vadas pode conduzir a certas conclusoes queﬁhus permi tem decidh‘%e as medidas obtj
das-cunstituem, ou nao, um conjunto coerente e reprudutfﬁel. .

A maior-parte das determinacoes experimentais em Fisica ﬂu:lear sao basea-

déé na cuntﬁgéglde certos acontecimentds: desintegragao de nucleos radiécfivﬂsgadl-
[ |

fus3o de particulas, realizagao de reacgoes nucleares, etc. Quando se produz a de-

sintegracao de um nucleo instavel, nao hé qualquer interdependénﬁié com a desinte~

gracdo de outros nucleos presentes no 1Gclido em estuds; designando por T a vida -

- media deste, a probakbilidade que um nicleo tem de - ~ se desintegrar num intervacs

lo de tempo dt &, assim

dP = dt = A dt

s
{
em que A & a constante de desintegracao do nuclido. O nimero de nucleos, N(t), ain-
da existentes ao fim de um intervalo de tempo t, de um conjunto de Ng nucleos pre-

sentes no instante inicial €, entao, dado por

N(t) = HD e—)"t;

a probabilidade para que um nucleo se nao desintegre durante o intervalo de um tem=

po t €, portanto:

N(t) - At

I
©

As determiﬁagaas experimentais em Fisica Nuclear sao, assim, de tipo estar
tTstico como, alias, sucede com quaisquer outras que respeitem a fenomenos micro-
fTcos. Mas além das flutuagoes estatisticas que se observam devido a natureza in-
trinseca do fenomeno estudado, outras existem que sao inerentes a qualquer pro=’
cesso de medicao experimental, havendo que incluir nestes as eventuais imperfei-

coes ou mau Funcionamento dos instrumentos utilizados. E, pois, necessario



dispor de metodos e criterios que nos permitam aceitar ou regeitar um dado

valor para uma determinacao experimental, bem como avaliar o erro cometido,

com uma certa margem de precisao.

0 problema que, em primeiro lugar se poe ao éxperimentador consiste em

conhecer a probabilidade. ﬁtk),'paré1qua'n resuftado de uma medicao sobre uma

i
[

dada grandeza X tenha o valor x. Para isso, e hecessario conhecer a lei de pro-

babilidade da uariéyel aleatoria X.

L [ L& - . . 1

- 5 . i r = PO T S s

k. A - 5

w3 e : ——

F=a

2 - Algumas deF[nigEE&:

Quando um conjunto de dados que se pretende tratar estatisticamente e di-

vidido em grupos convenientemente caracterizados, diz-se que os dados foram dis-

tribuidos em classes, designando-se por frequencia o numero de dados em cada
classe. Os valores inferior e superior gque caracterizam a classe tem o nome de

limites da classe, sendo a largura da classe definida como a diferenca entre 0s

primeiros valores que caracterizam, respectivamente, uma dada classe e a sequin-

te.
# g =
Sendo X1sXg seeey X OS valores medios das variaveis em cada classe e
FI’ fz,...; fn as respectivas frequencias, o valor medio do conjunto de dados e
n
r F, x,
: | 7
s i=]
K e
s By
b !
i=1

Definindo o desﬁfﬁ_di, de um resultado X, em relacao a media x por
. - PO
di = X, - x , avariancia o ¢ dada por

d.z
p

n

I '3

-
Il

sendo o desvio padrao definido por:

it s

1/2

a
!
J
o
a
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Se os resultados Xys Xgonney Xpgenn X tem frequéncias f1’ fz,.,.,f.,...f ’

. 4 - 2 )
respectivamente, entao vem para U a expressao

2 N -2
i =l

Ms

[ o
il
—

G-'t: = n s
-
i =]

Ms

[

Quando as frequencias sao conhecidas para todos os valores da variavel x,

s ' : =
num dominio continuo (a,b), O e entao dado por:

b i
)2

£.(x = x)“dx

a
3 g b

f dx

3 - Curva de frequencias

Dispondo-se de um grande numero de resultados agrupados em classes de peque-
na largura, o comportamento do histograma construido com esses resultados agrupa-

dos aproxima-se de uma curva continua designada por curva de frequéncias.

Supoe-se que um numero finito de

observagoes constitui uma amostra
de um conjunto infinito cujos va-
lores obtidos para as observagoes

- se distribuem em acordo com a cur

fre QUEH:EJ .p

| va de frequéncias. Assim, o histo
grama correspondente a amostra e
uma aproximagao da curva de fre-

quéncias, dependendo o grau de

variavel o aproximagao do numero de observa

| -~ coes e da largura das classes.

| _ Fig.l ”w
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A avaliacao da probabilidade P(x) para que o resultado de uma medigﬁh

sobre uma dada grandeza X tenha o valor x, referida em 1), depende do conheci-

mento da funcao f(x) que traduz a dependencia da frequencia f em relagao a va-

riavel x.

Quando esta equagao & conhecida, vem para o valor medio da variavel x:

b

anc. f(x) dx
d
X = E

f f(x) dx

d

4 - Determinadas distribuicoes de frequencias

Entre as diversas formas que pode apresentar a funcao f(x), que traduz a

frequencia em funcao da variavel, tem especial importancia as que sao conheci-

das por distribuicoes binomial, de Poisson e normal. Na realidade, a maior parte

dos resultados obtidos na observacao experimental aproximam. —se de uma daquelas

distrihui;ﬁea.

L,

.= Ejstrihuigan binomial

Seja p a probabilidade de ocorrencia de um acontecimento e q a probabili-

dade para que
des para que,
das, como foi

mento

(g +

quer dizer, a

ele nao se de; ter-se-3, evidentemente,p + q = 1. As probabilida-
em n provas, o acontecimento se observe 0,1,2,..., n vezes sao da-

mostrado por J, Bernoulli pelos termos sucessivos do desenvolvi-

R | n=-| n(n=1) n=-2 2 n
p) =q +ng . p+ q P# yes * P 3

by

m
probabilidade de se observar, em n prnuaéfr:;zes.um acontecimento,

cuja probabilidade de ocorrencia e p, e dada por

!
P(m) = L cp (1 = p)

n=m
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Una distribuicao deste tipo designa-se por distribuicao binomial. Mostra-se que |

5 5 - * Sl 1/2
nesta distribuicao o valor medio e m =n.p e o desvio padrao e dado por (npg) .

Suponhamos que temos uma fonte radioactiva em que se encontram presentes,

L

num instante considerado como inECEaIJMn nacleos do nuclido em estudo. Como a
probabilidade de um nucleo nao se desintegﬁar& dentro de um intervalo. de tempo t.

& e lt, a probabilidade para que se tenham desintegrado, ao fjm desse tempo,

m nucleos, e, em acordo com a lei binomial, dada por:

i~ N - At ~m

N
P i) wes T =g Y% de &

)

0 numero madio de nucleos desintegrados, nesse intervalo de tempo e entao

- - A
m =np = HB{1 - 2 t}.

L.2 -~ Distribuicao de Poisson

-

A forma da distribuicao binomial depende Fortemente dos valores de p e n.

Um caso particular importante ocorre quando p & muito pequeno mas n e suficien-

temente grande para que o valor medio m = n,p tenha um valor apreciavel. Mostra-
T T T v » P n .

-se que, nastas condigoes, o desenvolvimento binomial (q + p} aproxima~se do de-

sepvolvimento

=1

[CS—
[

P
-
§ -

quer dizer, a probabilidade P(a) para que, nas condicoes apresentadas, uma va-

riavel eleatoria A tenha o valor a e dada por

a3

Pla) = iy .

3 1

ol

No fenémeno da desintegracaoc radioactiva verifica-se, em geral que Al << 1 e,

& ' - ’ " =
nestas condicoes, a probabilidade p = I - e e muito peguena; CoOno n = Nﬂ 2
muito grande encontramo-nos nas condicoes em que e valida a distribuvicao de
; ¥ - = : -
Poisson. Sendo )t << 1, ter-se-a e = ] = A € Pp = AL Vem, as-im, para va

lor medio, m, a quantidade:



;e P

A prqbabi]}Qada Pla) para que a atomos radioactivos se ds|ntegrem dentro

de um intervajo de tempo t e, entao, dada por

=Nt (NAE)®
P(a) = e G

al it

4.3 - Distribuicaa normal
A QIstribujgﬁg normal, témbémIQEsignadé por distribujgﬁn de Gauss e uma .';h"'

aprnximg{én da distribulgao binomial quapdo o valof de n & muite grande. A equa-
cao que tyaduz aquela di&trihuigﬁﬁ 8 da forma

w.u A e;hzfx'mlz

em que A, h e m sao constantes; ela eﬁcuntra*se rapresentada pa figura 2, com

h? - 17205

b 4 ' ' A area total sob a curva e dada

por ;
+00 *hz(x-m)z

Ae:" . dx =

T - o

a area e,

fazendo A = ]
.. M I..r TI"

entao, jqual a unidade. Quer

d{zer, para uma distribuicao
qﬂrmal. a probabiljdads para que uma observacao eatéja 5itﬁada entre x e x + §x e

ohf (em)
- = X

b
/ao.

Nestas condicoes, o valor de y =
:I i ; .I . ﬁ .
ou densidade de frequencia relativa da distribuigao. :

-

.h ._hz(x_m}z )
el R e a densjdade de probabilidade
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Ao contrario das distribuigoes binomial e de Poisson, que dependem apenas

_

iy, ' i = — f “ : — =
de um parametro, a distribuicao normal e determinada por dois parametros, desig-

nados aqui por h e m. Este Ultimo identifica~se com o valor medio da distribui-

¢

¢ao, x, e h esta relacionado com o desvio padrio, pela relagao, acima escrita

i
[
'

i ” : : ? - i = T
h™ = I/Zdz. A distribuigcao normal com um valor medio x e um desvio padrao 5 &
entao traduzida por: | 2

o x=x) ik
% 5 ] i onh i L S

A = 2 ﬁ&_ﬂ

Esta expressao traduz tambem a chamada lei gaussiana dos erros, pois estabelece

que as medidas de uma certa quantidade sujeitas a erros fertuitos distribuem-se
- [
em acordo com ela, em torno da media das observacoes.

Viu-se anteriormente que

3 (K-EJE

‘ e g% o § s

A probabilidade para que uma observaciao esteja situada entre x| & x, e, entdo,

dada pela area sob a curva normal entre duas abcissas, isto &:

%2 - (x~;}2

k5 2 s
e 20 dx.
T V-
X
i
: > Cx=x ; i
Introduzindo a variavel t = EU » 0 Integral anterior transforma-se em:
t
2
i 2. i
S e dt
V2
t
] =—
XX
A probabilidade para que uma observacao esteja situada entre By & = 8

KaTA
2 <
t, = = Ppode entao ser obtida pela diferenca entre dois integrais do tipo




Ll i e s mm
E

= 8 =
T
l -t%/2
e dt
. 2n
0
Mas .
: N 2
T 9 iz
| E % I e -2
S e dt = e dt = é dt
V2 v
74 * i
2 . 1 :
0 integral-—l— e & dt e designada por funcao de erro . A probabilidade para !
I'EI’.T 2 . . ]
T R - i _

el :__ | ) i il _ R
que uma determinagac esteja situada entre 0 e T e, entao,igual ao valor do inte-

T2

. /
2V *T/2

gral
~t?/2 . =
dt e, portanto, a probabilidade para que uma deter-

H_J{)é

X=X TE 3

minacao se situe entre -T e +T, ou seja entre - {—
/2 .
| TR e,
s e
Re -TV2

A tabela | contem os valores deste integral para diversos valores de T.

TABELA |

Probabilidade para que uma determinacao se situe

(T = =—)

entre ~-T e +T;

s,

0,0000 O0,6745 11,0000 11,6449 11,9600 2,0000 2,5758 3,0000

T

Proba-
0,9545 0,9900 0,9973 1

bilidade 0,6827 0,9000 0,9500

0,0000 0,5000

.

Por esta tabela conclui-se que existe uma probabilidade de 50% para que o resul-
da média (desvio provavel); analoga-

tado apresente um desvio inferior a 0,67450
mente, um desvio inferior a + ¢ tem uma probabilidade de 68,27% (desvio padrao);
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os desvios designados por 9/10, 95/100 e 33/100 sao, respectivamente iguais a

1,6449.0 , 1,96.0 e 2,5758.0 .

5. AMOSTRAGEM. ERRO PADRAQ DA MEDIA

-
i
e

Ao inves das distribuicoes binomial e de Poisson - em que as variaveia

tomam apenas valores inteiros - numa distribuicao normal a variavel varia con-

P

tinuamente de == + +o , o que implica uma quantidade de observacoes (isto

T =

&, uma populacao) infinita. Contudo, o nimero de determinagoes experimentais

£ - " 5,
que se observam e sempre |imitado, sendo, assim, necessario saber se uma dada

amostra finita se aproxima de uma distribuicao normal e encontrar os parametros

desta que melhor se ajustam as observagoes efectuadas.
- & g = i 2 [ .
Um numero n, finito, de observacoes obedece a uma distribuigao normal se

a frequencia das obﬁervagaes}zituadas entre x + 6x,e dada por

h -hztx-m)z
n—— e OX3;
v
y . . - 2 2
viu-se anteriormente que, para uma populacao infinita, m=x e h = /20 , em

que x & o valor médio dessa distribuicao infinita e 0 e o desvio padrao. Mos-
tra-se que se uma populacao finita se enquadra numa distribuicao normal, entao

m & igual a media das observacoes e T lf252, em que s & o desvio padrao.

Escolhendo, ao acaso, uma amostra de n observacoes numa populacao normal
infinita, & obvio.que, em geral, a média obtida com essa amostra nao sera igual
a media de toda a populacao; contudo, aquela media aproximar-se-a tanto mais
desta; quanto maior for o valor de n. Apalisando desta forma varias amostras,
obter-se-a0 varios valores para a media: mostra-se que a distribuicao das dife-
rentes madias e, tambem, uma distribuic3o normal. A media das medias obtidas com
3s diferentes amostras constitui a verdadeira média de toda a populagao com um

desvio - padrao igual a o//n em que n & o nimero de observagoes da amostra e @

é o desvio - padrao de toda a populacao.




Ao tratar:com um conjunto de dados e, assim, usual determinar a media X

= a - — .
e escrever o resultado sob a forma x + & , em que & = — designado dpor

Vi

erro - padrao da media.

De modo analogo, o erro - padrao do desvio - padrao e dado por ¢ / 5-, de

" _ B 1
modo que o desvio - padrao pode ser escrito sob’a forma a(1 +

~ Van

)

Exemplo: Um conjunto de 400 resultados de uma medicac tem uma media de 3,93. De- |

o

term{péﬁﬁse este valor pode ser considerado como uma amostra aleatoria
retirada de uma populagao normal cpm a media 3,63 e um desvio - padﬁﬁu igual a
1,86.
0 erro - padrao da média de uma amostra aleatoria da distribuigcao normal
considerada seria l,Sb//Hﬁﬁ = 0,093. A diferenca entre as duas medias e, contudo,
0,30: ela e, assim, superior ao EF}G - padrao que corresponderia a amostra en-

saiada e, nestas condicoes, ela nao pode ser considerada como uma amostra alea-

toria daquela populacao normal.

6. FORMULA DE BESSEL

Até o presente ainda nao se indicou como o desvio - padrao, ¢ , de uma po-
pulacao infinita pode ser obtido a partir do desvio - padrao s de uma amostra de

n dados. Mostra-se que o melhor valor estimado para 52 e dado por

2 n 2
g = 5
n - |
: 2 < J N
Assim, para uma amostra Xis Xgseeey X o o melhor valor estimado para ¢ e, entaa:
AT 0
2 n 2 n i | 2
n-l n-l i=1 n n~1 i=l
em que x e a media da amostra e d. = x, - x. Esta expressao para o calculo de

i
2 - . . - T
o difere da anteriormente apresentada no facto de n-1 ter substituido n, O

que e conhecido por correcgao de Bessel. 0 erro - padrao da media & o/Vn

St e e i e phir 3 L s
g Xt B U T o R T SR L R T e



_ll...

e o erro - padrao do desvio padrao e o/Y2(n=1).

F

7 - EQUACAO0 DA CURVA NORMAL

A partir do valor madio, x, e do desvio - padrao, o , de uma distribuigao

i

de frequéncias, pode-se determinar a.equagao da curva normal, dada por

(x“;J

N 2U2
-’f:l e |

e ov2Tl

que melhor traduz essa distribuicio. A area total limitada por esta curva e N,

¥ | . il z . 3 - e =
que e igual a0 numero total de dados, isto &, a soma das frequencias. Para veri-

£icar o acordo, & Gtil calcular os valores de yéx, em que &x e a largura das

classes em que os dados foram aqrupados e X & o valor que se encontra a meio
- = ¥ g -~

de cada classe. 0 acordo e tanto melhor quanto maior for o numero de observacoes.

1) ; .- :

Como exemplo , consideremos 0Ss resul tados de uma determinagao experlmantal, em

que se fizeram 400 observacoes, tendo sido obtido um valor médio x = 3,57 e um

desvio - padrao o = 1,82. Os resultados obtidos e as respectivas frequencias sao

as seguintes:

X 0 ] 2 3 L 5 6 7 8 g 10
f (observado) 10 40 72 85 78 55 32 18 7 2

Calculando as frequencias por meio da equacao

| ']

/ ' - (:'{"3,57}

g B 40O ‘ 6,62
y.aL = e

1,82/2%

obteve-se o seguinte quadro de frequencias:

fcalculado) 13 33 60 8s 85 65  3b 15 5 1 O

(1) Extraido da obra citada em (1) na bibliografia
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Os resultados encontram=-se representados na figura 2, podendo o acordo
considerar-se razoavel. Poder-se-a fazer um ensaio mais rigoroso de acordo en-

tre a distribuicao obtida experimentalmente e uma dada distribuicdo tedrica,

utilizando o metoda do xz, ﬂituﬁﬂm mais adiante.

8. -~ A DISTRIBUICAOD NORMAL COMO APROXIMACAO DA DISTRIBUICAO DE POISSON

" " - o - ol
A distribui¢ao de Poisson descreve uma grande parte das observacoes expe-

rimentais em Fisica Nuctear. Como se viu anteriormente, ela é dada por

em que P{a) e a probabilidade de observar a acontecimentos quando a media, para

um grande numero de ensaios, for de m acontecimentos; a e m sao valores inteiros.

Se m for suficientemente grande, seja m 3> 100, a distribuicao de Poisson & con-

venientemente descrita, com boa aproximacao, pela distribuicao normal dada por




....13.-.

dP = _l_=_ e 2m da
J2 T

Comparando com a expressao que nos da a distribuigao normal, conclui-se

r
Y
&

que, neste caso, o desvio - padrao e dado por
s =/ m i
0 desvio - padrao de uma distribuicao normal que se aproxima de uma distri-
buig¢ao de Poisson e, portanto, conhecido desde que se conhega o valor dem , ao .
i = 55 : L] ] * o . l' '- F--
contrario do-que sucede na caso geral daquelas distribuicoes, em que o desvio =
-padrao pode ter um valor qualquer para um determinado valor dem .

Quando uma distribuicao de Poisson pode ser representada por uma distribui-

' ¢ao normal particular, poder-se-a utilizar para aquela a tabela | para a deter-

ﬁfnagﬁu da probabilidade de ocorrencia dos diferentes desvios.

8.1 - Exemplos de aplicacao

8.1.1 - Para uma determinacdo de actividade de uma certa amostra radioac-

tiva contaram-se 150 Impulsos. Em acordo com a tabela | o "erro 9/10" {isto €y
aquele que tem 90% de probabilidades de nao ser excedido), e dado por
I,B#hS.-frgﬁ = 20,1458, 0 erro relativo correspondente & 282/150 = 0,135 ou
seja 13,5%..Eun5titui pratica correrite apresentar como erro de uma deiérmfnagﬁn”

experimental o desvio - padrao, neste caso dado- por /150 = 12,2. 0 resultado da

determinacao seria entao escrito como

150 % 12 (desvio - padr3o)

8.1.2 ~ A actividade de uma amostra radioactiva é expressa em taxas de con-
tagem, isto e, em numero de impulsos, contados por unidade de tempo. Suponhamos

que se observaram n impulsos em t minutos., A taxa de contagem da amostra - nas

. o - " » - = 3 [ - 1 -
condicoes experimentais utilizadas e entao dada por N = n/t min . Os erros esti-

mados para essa determina§5ﬂ sao, entao dados por T¥n , em que + T representam
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os limites para os desvios a que-cnrresponde uma determinada probabilidade,
tomando como unidades o desvio - padrao (cf. Tabela 1).

O0s erros para a taxa de tuntigﬁm sao dados por

TVn J N -
t W=

Assim, suponhamos que para uma determinada amostra radioactiva se mediu uma

bl

taxa de contagem igual a 1250 mir-.'_1 apos se ter realizado a medigao durante

8 minutos. Qual e o desvio - padrao e o "'erro - 99/100"7

g =% . ' gy el | e
Desvio - padrac (T = 1) :v I§EU B YLD T it R e e | .

"Erro - 99/100" (T = 2,5758) : 2,58 x 12,5 = 32,2

8.2 -~ Controlo estatistico de uma instalacao experimental

de determinacao de actividade

As boas comdicoes de funcionamento de uma instalacao de contagem de impul-
sos podem ser avaliadas, em primeira aproximagcao, por meio do ensaio, que con-

siste nas &peracoes a seguir indicadas.

a) Efectuar um minimo de 50 determinacoes do numero de impulsos obtido
com uma fonte radiuactiva.- sempre na mesma posicao - cujo perlodo de semi-
~-desintesracao seja muito fongo quando comparado com a duraggn da experiencia;
seja x o valor de cada determinagao. 0 intervalo de tempo utilizado em cada me-

dicao deve ser tal_que se obtenham um minimo de 10 000 contagnes.

b) Calcular o valor medio, x.

¢} Calcular os desvios de cada determinagao, A = x = x

d) Calecular o quadrado dos desvios, 52 = L o ;]2

e) Calcular o desvio - padrao, o =\!/£ £t .
no-

enm que n e o numero de determinacoes efectuadas.
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f) Calcular o erro - padrao da media, 0z = —
| n
g) Calcular a raiz quadrada do valor medio, /X ‘
h) Determinar, utilizando a fabela I, a frequencia com que o valor abso- ' .

luto dos desvios esta compreendido entre

vl

) superior a 20 .

i) Fazer a comparacao com os resultados experimentais obtidos e construir

com estes um histograma; comparar com a curva de Gauss.

j) Comparar a raiz quadrada do valor medio com o desvio - padrao.

Estas comparacoes dao uma ideia se a instalagao se encontra funcionando
~m condicoes aceitaveis. Em caso afirmativo, o resultado da determinacao e +

expresso como

9 = O TESIE xz

; ' 2 ; .
Por meio do teste x de Pearson pode-se determinar se num dado conjunto
"{&iJ

de determinacoes de actividade de uma mesma amostra) apresentam, ou nao, uma dis-
persac atribuivel apenas ao caracter aleatorio do processo de desinteqracao ra-
dioactiva. kste teste e particularmente Gtil para avaliar o comportamento de uma
instalacao de contagem, quando vinte ou mais determinacoes sao realizadas nas
mesmas condicoes. Descrevemos aqui apenas esta aplicacao particular deste teste.
0 estudo completo dele, bem como das suas numerosas aplicacoes, em outros domi-

nios pode ser encontrado em qualquer obra da estatistica, em particular a de

Fisher, citada na bibliografia.
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A quantidade xz e, de um modo geral definida por:

2
[{Ualur nbservadn]i." (ua!nr-esperadu}i]

—-llh'u_

K
(valnr'espéradn)i

3 . L i A
Nas aplicagoes que aqui nos interessam, isto e, em determinagoes de

actividade em Fisica Nuclear, toma-se como valor esperado o valor - medio das

contagens observadas. Nestas condicoes se se efectuaram Xys Xg oo xn determi- |

j ) |
nacSes, cada.uma delas num intervalo de tempo t, o valor de x vem dado por

e |
L1 i, '

n
A
g ey
X 3
X

A

~lx:

; 1 &
ou designando por Ai = —E- e por A =
respactivamente a actividade medida em cada determinacao e a actividade media,

vem- _
mi-mz 1

13

X = -
(A/t)

Tendo calculado este valor, correspondente a um certo numero de determinacoes,
& possivel determinar a probabilidade para que a distribuigao observada este-
ja em razoavel acordo com a esperada (distribuicao de Poisson), se as varia-
goes forem apenas devidas ao caracter aleatorio do processo de desintegragao

2

radioactiva. Esta probabilidade foi calculada em funcao dos valores de x e do

nimero de determinacoes, encontrando-se os valores dela na Tabela Il.

g A o e+ R il et v s RS s, s paia . el e S e T, 8 s St e i A ULy o s L b g+ P ey o Vi o s T e S, i, e e TR e e v el e o o e D D R e R ey ¢ - T R T T, N
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TABELA Il

Ua1qres de 12

NS de Probabilidades
Determinacoes R J
0,95 0,90 0,50 0,10 0,05
2 0,00393 0,0158 | 0,455 2,706 3,84]
3 0,103 0,211 1,386 4,605 5991
. 0',352 0,584 2,336 6,251 7,815
5 0,712 1,064 3.357 7,719 9,483
6 1,145 1,610 h,35] 9,236 11,070
7 1,635 2,204 5,343 10,645 12,592
8 2,167 2,833 6,346 12,017 14,067
9 /AW 3,490 7,344 13,362 15,507
10 3,325 4,168 8,343 14,684 16,919
R 3,940 4,865 9,342 15,987 18,307
12 4,515 5,578 10,341 12.275 19,675
13 5,226 6,304 11,340 18,543 21,026
14 5,892 7 042 12,340 19,812 22,362
15 6,571 7.790 13,339 21,064 23,685
16 7,26) 8,547 14,339 22,307 24,996
17 7,962 9. 312 15,338 23,542 26,296
18 8,672 10,085 16,338 24,769 27,587
19 9,390 10,865 17,338 25,989 28,869
20 10,117 11,651 18,338 27,204 30,144
21 10,851 12,443 19,337 28,h1z  31,k10
22 11,591 13,240 20,537 29,615 32,671
23 12,338 14, b 21,337 30,813 33,924
2l 13,091 14,848 22,337 32,007 35,172
25 13,848 15,659 23,337 33,156 36,415
26 14,611 16,473 24,337 34,382 37,3082
27 15,379 17,293 25,336 35,563 38,885
28 16,151 18,114 26,336 36,741 40,113
29 16,928 18,939 27,336 37,916 41,337
30 17,708 19,748 28,336 39,087 42,557

T LT Y S
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Uma vez determinado o valor de xz, a tabela anterior permite determinar
entre que Ifﬁites se¢ situa a probabilidade correspondente as observacoes efectuaf
das. Um valor de P = 0,5 indica que as flutuagoes ?bsekvadas s3o as mesmaﬁ-qua
as da distribuig&a suposta; um ualurlde P superiﬂrfa estg‘mnstré:qﬁe as flutua-_:.
coes obtidas sao superiores as esperadas cam ‘essa distribuicao. ﬁnnsidéré-ée ge~
ralmente que a distribuicao de que se partiﬁ esta de acordo com érﬂbﬁerﬁéﬂé se'.

s s < |

o valor de P se situa entre 0,1 e 0,9.

Note-se que uma demasiada coerencia dos resultados obtidos (grande valor

wk. i

R e R

de p) constitui - do mesmo modo que uma demasiada incoerencia (pequenﬁ.ualor de P}
- um motivo de desaunfianga em relagac a instalagan experimanfal q#fi}ééda,.ﬂa.réa-
lidade, uma demasiada cuergncéa de resultados pode significar, pﬁr axémplu, que
impul sos parasitas, produzidos a um thma.cunstante, se encontram snbfepﬂﬁtﬂs aos
impulsos provenientes da ﬁﬂnte radioactiva utilizada no teste. Uma déméﬁiada'in-
coerencia, por outro lado, significa geralmente instabilidade de algum componente

da instala¢ao experimental.

Exemplo de aplicacao

Efectuaram-se dez determinagoes de actividade, com uma certa preparacao

radioactiva, tendo-se usado um intervalo de tempo de 4 minutos em cada determi-

o - . ™ - l "
nacao. As taxas de contagem obtidas, expressas em min , foram as seguintes:

12128 11998 11990 12050 12016

12036 - 12106 12156 12118 12088

A media destes valores e 12068; nestas condicoes o valor de KE e dado por

2 _ 31184 _
X (n=10) ~ ~ 1029

(12068/4)

Utilizando a tabela 11, obtem-se que este valor de xz, para 10 observacoes, cor-

responde a uma probabilidade situada entre 0,50 e 0,10; pode, pois, concluir-se

LAE{}RATGRI{) ofF FI5tCA
B_BLIWED,&

&

.
d
i .

"
-
- """'I-l:..-p-.‘_.-.

% i Pl SRR Y L e g

M e L plT

L L LR T e BETEE S, RIS

o

o T

T N e R e A

gl e L

i 1-'.:{3

Laa i}

f

o
s o

e A A TR o T
PRl R ATF F5a



_2{]..

gqte aquela distribuicao se encontra dentro dos limites em que se pode admitir

que se trata de uma distribuigao de Poisson.

10 - REJEICAO DE OBSERVACOES SUSPEITAS
| : . . , o Fors]
Ao realizar uma série de medidas em identicas condicoes obtem-se, por ve-
zes, uma leitura que se desvia francamente da media das restantes observagoes.

- P A * = - ! : - . )
Um criterio estabgiecidn por Chauvenet =~ "diz que uma tal medida deve ser re_jei~

n.“J-: s

| TR

tada se o desvio que apresenta em relacac a media for superiur ao anrrespundente

_i_q

ao limite de prababllldade 1/2n (o que corresponde a um erro 1 = 5= em que n

& O numero de determinacoes. Assim, por exemplo, numa serie de 10 leituras aque-

le limite € 1/20 = 0,05, o que corresponde ao''erro - 95%'; em acordo com o crite-

rio de Chauvenet, uma daterminagan sera rejeitada se a diferenca entre 0 seu Vva~

lor e o valor - medio exceder 1,960 , em que O a o desvio - padrao (cf. Tabe-

& 11 .

A Tabela Ill indica os limites das razoes aceitaveis entre um desvio obser-

vado e o desvio = padrao para varios valores de n, de acordo com o criterio de

Chauvenet.
TABELA Il
Criterio de Chauvenet
n - numero de determinagoes
r - razao entre o maximo desvio aceitavel
e o desvio - padrao
n r n r n r n r n r
2 15 7 1,88 35 2,13 &40 250 250 3,09
3 1,38 8 1,86 20 2,24 5O 2,68 300  3,lh
b 1,5k 9 191 25 2:33 : 15 25 400 3,23
5 1,65 10 1,96 30 2,40 100 2,81 540 3529
6 | .03 12 2,04 35 2,45 200 3,02 1000 - 3,48
(#}cf., por exemplo as obras de Jarrett ou de Price citadas na bibliografia

..... S i R ~ o T g B
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11. - PROPAGAGAO DOS ERROS .

_2}_

Quanda num conjunto de medidas um ou mais valores sao rejeitados, o valor

medio da determinacao deve ser calculado de novo, excluindo-se aqueles valores.

Se uma quantidade X e uma fungao de néﬁﬁéntidades,

X = cen A
X = F(A;, A, s
em que A], AZ;::" An foram obtidas Experimentalmente, respectivamente com os

o _ e ' ; _
erros - padrﬁn Gps Qpy vee O, entao o erro - padrao de X obtem-se recorrendo

ao desenvolvimento em serie de Taylor, sendo entao dado por:

2 3832 T oy BF 2 P ¢ LBE [
X {-“Eﬁq') = g 3R, 17 By 3 b ¥ 14 oA ) %

Desta expressao geral, obtem-se imediatamente as formulas para a determi-

nacao dos erros nos casos particulares seguintes:

¥ s 2
a) X =A+ B uﬁ H\/uﬁ + ag
b) X = K.A (K constante) ay = Ka,
- 2.2 2.2
c) X = AxB 0 Jvéﬂ B” + o A
d) E‘:ﬁz as = 2a A
- '}E A
v n
el X =A =
uz = nA an
f) E = VA 7 = “A
- 2/R
5 2 " 2
v A A A B
) x=h ay = B :
B X~ B 22 2
o
= A
h) X = log A “Y TR
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i) X =log (A + B) g =
‘g e A+ B
5.2 ¢ Cct .
= A A B
_]) X = log —— s by = _
0 2 ﬂz Bz’“;;:-“
y — b — M ! 1-‘
W X=4 z - AR
11.1 - Determinacao de uma taxa de cantaggm

+

w-he

w2 = =

Sempre que se determina uma taxa de contagem & necessario descgntar-lhe
os impulsos devidos a radioactividade ambiente bem como ao "ruido" do equipamen-
to electronico utilizado na medigao, que se designa habitualmente puf “cnﬁtagém
de fundo' ou, simplasmente, ''fundo'.

Se jam n_ e n. respectivamente, o nimero de contagens obtido com a fonte,
incluindo o fundo, e apenas com o fundo; sejam t5 et os intervalos de tempo,

expressos em minutos, utilizados em cada uma daquelas contagens.

n n
As taxas.respectivas sao, entao, N_ = 5 e N =—2°" A taxa de conta
5 L b £y

1= - = =
gem devida a amostra sera N min , dada por:

5 b
- TV I Lo S 2NN N
com o erro - padrao N J.Hs LT
m ¢ _ O<n5 . 1Jﬁ;
as = =
Ns t t5
© N = Cfnh ” 4
b tb tb

Vem, entao, para
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0s intervalos de tempo em que se devem contar os impulsos correspondentes

a uma amostra radioactiva (adicionados dos: que correspondem ao ''fundo'') e os

que respeitam apenas ao ''fundo', respectivamente, qﬁu sao, em geral iguais, se

#

se pretender minimizar o erro obtido na determinagao. Na realidade, cqﬂsidera—__

-

cOes estatlsticas permitiram construir o monograma da figura 5, extraido do

trabalho de A.Jarrett indicado na bihlingrafia. Neste monograma as culunaslda-2; 

esquerda e da direita indicam, respectivamente, as taxas de contagem da amostra

e do ”Fundpfrfdeterminadas aproximadamente num ensaio previo. A razao entre os

intervalos de tempo em que se devem contar a amostra e o fundo (tsfth) e deter-

minada pela intercepcao, com a coluna interior, de um segmento de recta Que una
as taxas dé contagens aproximadas da amostra e do ''fundo''. Assim, se a taxa de
contagem aproximada-da amostra e 400 min-] e a do ''fundo' e 25 min"] a fonte
deve ser contada durante um intervalo de tempo 4 vezes superior ao do *'fundo’.
Se se dispuser de 20 minutos para toda a determinagao, a fonte deveria ser con-
tada durante 16 minutos e o fundo durante 4 minutos, de modo a obter o menor

erro.
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12 - METODO DOS MINIMOS QUADRADOS

=

12.1 - Valor mais provavel de uma guantidade

sk

'3

0 principio do método dos minimos quadrados formulado pela primeira vez
por Legendre, pode ser expresso do seguinte modo:

0 valor mais provavel de uma quantidade observada e tal que a soma dos

. - ¢
quadrados dos. desvios entre esse valor e o das observagoes e minimo.

Assint, sendo x,, X X os valores observados de uma certa quantidade,

il 2!""! n

o valor mais provavel, X e tal que

e minimo.

= 5 % = > .
Sendo x a media de Kl’ xz,...,xn, temos que : X. = nx e ,(x. - x) = 0;

nestas condicoes vem:

¥ (x, - %)= (}ci";)+(;“g)]2

- - {xi—£;+nti-2)2

Esta quantidade e, evidentemente, minima quando X = x. 0 metodo dos minimos.
quadrados vem confirmar que o valor mais provavel de uma quantidade medida a

partir de n obsarvacoes e a media aritmetica dessas observacoes.

g T

12.2 - Media pesada

A probabilidade de ocorrencia de uma observacao X e dada por

2 2
] =hRpR, s . ;
—_——, e em que x & a grandeza da guantidade medida. Entao, a proba-

/i

bilidade de ocorrencia das observacgoes Xps Xppeeey X sendo o produto das pro-~

babilidades individuais, e dado por:
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no caso de todas as observacoes pertencerem a mesma populacao normal definida
pela constante de precisao h. Nestas condigoes, a probabilidade e maxima se

e 2 - & L - E ] L
?(xi - x)° for um minimo, em acordo com o principio dos minimos quadrados.
i o ¥

.

—n

1: X X tenham diferentes

Contudo, pode acontecer que as medidas x IREEY

precisoes, o que significa que pertencem a populacoes normais distintas.

A probabilidade de observagao de um determinado valor, X e agera dﬁJa.

LELE

S 2 . : =
hi "hi (xi = %) . | o
por e e, entao, a probabilidade de ocorrencia de todas
o
as observagoes Xpp Ry wee s X sera:
. 2 _ 2
h1. hZ' _— hn | h. (xi X)
e
—~ \ N
( Vo )
-, | R - ¥ 2 2 . * .
0 valor maximo desta probabilidade obtem-se quando g hi {xi - x)” & um minimo,
o que acontece quando x & dado pela media pesada
5 h.2 X o
- i [
X = s -
: 2
i h,
i
Escrevendo, como anteriormente, hi2 = ! 5 vem entao para valor mais prova-
2.0
vel de uma quantidade medida, a partir das'mbaervagﬁes Xis Xossens xn:
¥ 2
e i %3 G
N 2
) 1/ g
| i
Quando as observacoes X1» Xgs+e-, X OCOrrem com frequencias fl,‘fz,...,fn, ou

se X, e a medida de Fi observacoes, entao o valor mais provavel da quantidade

medida e:
L h, £, x, Ef.rhfmg Loy, /e’
e b 3 4] P NS Eam X _ b4
Ih?ef L g Jo ? o1/,
i t A R i i
4
em que ﬂi == representa o erro - padrao da media correspondente as observa-
v{

= . ~ %
coes x.. Assim, a cada observacao X pode ser dado um peso, Wi, proporcional ao
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inverso do quadrado do seu erro - padrao.

12.3 - Erro - padrao da media pesada
1

’

Quando um conjunto de ubservagaes,:ﬁ{; Xopeeny X sao obtidas com os pe-

SOS W, 5 Wosevey Wo» respectivamente, a media pesada desse conjunto e dada por
L w, x,
= e
X = - :
) Lw,
& | s : % | - gt gt X
"‘.ﬂ ‘ g 2 ) : o 3
A variancia da media pesada, ¢ , e dada por
n =
) wi(xi - x)
2 i=]
{j’ —
n - 1
Sendo o erro - padrao da media igual a g ;
(x wi)lfz
i
ou seja
| -2
T wi(xi - X)
L == l
(n-l)-%ihu

i
Se os pesos das determinacoes sao iguais, esta expressao reduz-se, eviden-

temente, a anteriormente obtida para erro - padrao da media, isto e,

Exemplo de aplicacao

e

Considere-se o conjunto de seis medidas e respectivos pesos indicados no

quadro junto. Determinar o valor mais provavel da grandeza medida e o respecti-

vo erro = padrao.

X, 6,43 6,24 6,33 bya 6,40 6,27

=



z AR =

0 valor mais provavel da grandeza medida - a media pesada,- e dada por

Lo ]
“

- 6:333‘

=<1
l

0 erro - padrao da média pesada e dado por

]
- ) -

| —

L 1 .
s B . 0,0%!] = 0,024

' (n - 1) ? w 2 & 13 | .E

L w
i

L]
-

‘Atendendo ac, reduzido nimero de observacoes o resultado devera ser apre-
R

i
sentado sob a forma ;

6,333 + 0,024 (6 observacoes)

ou-
6:33 g 0,02

12.4 =~ Consistencia interna e externa

Como anteriormente se viu ( § 12.2) pode ser dado, a cada observacao, um
peso, w., proporcional ao inverso do guadrado do seu erro - padrao. Designando,
como anteriormente por o, 0 erro - padraﬂ da medida X5 o erro - padrao, o« , da

=

media pesada, x , e entao dado por

]
?-EZE (xi X

2
i

5
(n-1) o2

0 erro - padrao, calculado deste modo, depende dos erros =~ padroes das observa-

coes e, tambem, das diferencas entre as observacoes. Ele reflecte um comportamen-

- T b = A w
to global da medicao efectuada que se designa por consistencia externa das obser-

—

g § S

Por outro lado, admitindo que um desvio pode ser obtido como uma fungao 1li-

near de desvios independentes, prova-se que o erro - padrao da media e dado por:

'-lJ"“I‘:i'-"..I" R R o S g e T
S L e R S 1

T sl S e g
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Sob esta Ultima forma, o erro -~ padrao da media depende exclusivamente dos

erros - padrdes das observagoes separadas. Ele reflecte aquilo que se de-

signa vor consistencia interna das observacoes.

Para uma populacao normal infinita, mostra-se que C;fcﬁ = ]. Esta razao
e dada pgrppa | - F % K ¥ 1 12 _ S {
b 0{ . E = 2 (xi - }{) ?

Rg-.-..i-.: l I

R
i n - |

Se e@sta razao nao se afasta significativamente da unidade, as observa-
coes podem considerar-se consistentes, sendo entao mais seguro tomar para
erro - padrao o maior dos valores a, e ui. Se, pelo contrario, ﬂequ difere
da unidade para alem do que deve ser esperado com base em flutuagoes estatis-
ticas, devera concluir-se que existem erros 5i5teméticos. Nestas condicoes de-
vera substituir~se os pesos baseados nos erros - padrdo por outros, cuja esco-

lha devera ser feita através de critérios que tenham em consideracao as condi-

coes experimentais.

12.5 - Outras aplicacoes do matodo dos minimos quadrados

12.5.1 - Solucao de equacoes lineares

Sejam n equagoes lineares do tipo

a.x + biy = Kk

f’

em que a., bi e ki representam constantes. Supondo n Q 2, e sempre pussfvei
encontrar valores de x e y que satisfacam a um par qualquer daquelas equacdes;
contudo, esses valores nao satisfazem, em geral, a todas as equégﬁes do con-
junto. Pode, no entanto procurar-se determinar os valores de x e Y que, tanto
quanto possivel, se aproximem dos valores que satisfazem a todas as equacoes.
A solugao deste problema pode ser obtida através do método dos minimos aquadra-

E!US.
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Com efeito, .escrevendo as equagoes sob-a forma

a;x + biy - ki = Xi,

determinam-se os valores de x e y tais que a soma dos.quadrados dos desvios, Ii'

seja minima; isto e,

{aix + biy - ki)z

| oy s

]

i

- -

deve ser um minimo..Calculando as derivadas parciais em relacao a x e a vy, obte-

mos as condicoes necessarias a esse minimo:
F a.la.x + b.y - k,) =0
TR G l i
Lh(a,x+b.y-k) =0
T i i

Os valores de x e y obtidos a partir destas duas equagoOes serao, entao, Os
valores mais provaveis das vayiaveis.

Estas equacoes sac normalmente esciitas sob a seguinte forma:

{[aa] x + [ab] y - :ak] = 0

1[eb] x + [bo] v ~ [bk] =0

n
em que [ab] = 3 aibi' 0 sistema e, entao, designado por sistema de equacgoes
i=|

normais. Podemos ainda escreve-lo sob a forma de determinantes:

X y !

i
i

=

(ak] ab] [aa] [ak] [aa: [ab]
[bx] [bb] [ab] [bk] [ab] [bb]]

Quando a cada equacao se pode atribuir um peso, W., as equagoes normais escrevem=-

58

=
{u
W
'F—J
x
T
L |
=
oY
oy
b
~<
i
=
::u
o
—
I
L
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(1)

Exemplo de aplicacao

Ueterminar os valores mais provaveis de x e y que satisfazem as equacoes
2+ y =250 x= v =], 4% - y = ?,2,'atribuindn-lhEE ﬂs.peéuﬁ 1;3 & &,
respectivamente. | gl DG g sk woe ol o5

—

Construa-se a seguinte tabela:

w a b k wa.a, wa.b. wb.b. wa.k. wb. k. | K
i i : i i i i k) i N
b &7 4 B 4 2 | 10,2 5,1 2
3 | ~] 1,1 3 -3 3 1.3 70 43,3
2 i =) Tl 32 ~ 2 57,6 -14,4
TOTAIS 39 ~9 6 Tl 12,
Teremos, entao:
" _ _ R i =
[wda] = waiai = 39 [wab] = w.a'«ibi = =4
At b e & - N
[ubb_] : wbihi 6 {wak] i waiki 71,1
[wbk] = T wb k. = -12,6
I i

0 Sistema de equacoes normais &, assim:

39 - 9y = 71,1

“9X + by = 12,6
cuja solugao e x = 2,05 e y = 0,97 que 530 0s valores mais provaveis das grandezas

X e VY. T

12,5.2 - Solucag de equacoes lineares envolvendo

quantidades observadas

Seja agora o caso em que as constantes a. e bi sao conhecidas com exactid3o
mas a constante k. esta afectada de erros acidentais de observaco.

Supondo que as equagoes foram multiplicadas pelas raizes quadradas dos seus
pesos {com o que se conseque que elas sejam tratadas como. tendo pesos iguais a uni-

dade), os valores mais provaveis das grandezas x e y serao dados, como anteriormente,

Extraido do trabalho (3) da bibliografia
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“{{aa] x + [ab] vy =[ak,
[ab] x + [bb] y = [bk
Sejaim dl’ dz,..u, d os residucs que se obtem, respectivamente, com cada zquagao
n -, -
quando nelas se substitui X ey pelos valores mais provaveis Xq € yg;.di e en-
tao dado por |
M = X x + h " = k . ¥ =
. i~ %0 i 0 i N a2
Prova-se que o erro padrao, o , em qualquer expressao do tipo a.Xg + piyu + e -ki
e dado por
!
i 2 [dd]
VR ;
n - m
n
em que [dd] = ,11 d,z; n & o numero de expressoes; m & o numero de incognitas.
jz=l T}
Sendo @ e & 05 erros - padrao de X, € Yy» respectivamente, tem-se:
S 4
2z " 2
G o G
B s b e .
- A
[bb] [aa])
em que A & o determinante }
| faa]  [ab]
:
i[ab] [bb ]
(1)
Exemplo |
Considerem=se as equacoes:
2x +y = 5,1 % =¥ e Ll by = oy = ]2 x + by = 5,9,
Determinar os erros que afectam x e vy.
De acordo com o metodo anterior obtem-se as equagcoes normais
( 22x + v = k6,0
i
: x + 19y = 20,4
r
B2 i i R S50 i N o S s e e * i :,,_ 5
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cujas solucoes sao  x = 2,05; y = 0,97

0s residuos sao:

-0,03; -0,02; 0,03; 0,03, de onde se abgem:_

#

[dd) = I d.* = 0,003

2 dd 0,0031

o == ] = U,UDIS5
n -.m h - 2
vem entao ﬁa?a a, @ a
2 2

°x %y . __0,00155

13 22 A
COmo A - 22 g - 517, tem-se:

I 19

ﬂx =5 D,ﬁﬂﬂ; ﬂ? = 0,009
0 resultado da medicao seria entao:

x = 2,05+ 0,00 ; vy=20,97+0,0]

(1)

Exemplo 2

Sejam duas determinacoes directas independentas que originaram os seguin=
tes resultados:

x-= 1,00 + 0,10; y = 0,9 + 0,07,
Una terceira ohservacao conduziu 3 seguinte interdependencia de x e y:

x + 2y = 3,00 + 0,07,

Pretende~se conhacer o0s valores mais provaveis de x e vy,

Comecemos por atribuir, 2 cada equagao, um peso inversamente proporcional

= i ]
" aos quadrados dos seus erros padroes, isto e,-—iiéij\i TRV 200,
= 400



—

Muitiplicardo as equacoas por |, ¥2 e V2, respactivamente obteremos eguagoes

de iqgual paeso:

x = },00 ; y./2 = 0,90 V2 ; x&2 + 2y/2=3,00.42

e e man

0 quadro correspondente a estas equacoes e, assim:

a. bl kl alai bib: albl aik: biki
| R 1,ﬂﬁ:_ I 0 0 1,00 0
0 2 ﬂ:éifl i 2 0 0 1,80
2 20z 3,002 2 8 h 6,00 12,00
TOTAIS g o - 4 7,00 13,80

0 sistema de equagbes normais e
( 3x + by = 7,00
lhﬂ + 10y = 13,80

cujas solucoes sao: x = 1,057; y = 0,957.

Usando x = 1,06 e y = 0,96 obtém-se para soma dos quadrados dos residuos:

[ad] = (0,08)% + (0,08)% x (/2 )% + 0,02)% x (V7 )* = 0,011

2 2 7
o ct e
Como: . y S
{bbj [aa] A
faa] [ab] 3
2 rdd] o A _
@ 0 T e = | =
. fab]  [bb] 5 10
vV Eem: 2 Z
“x Ty ___0,0116
10 3 14
ou seja: e 0,03; o, = .05

0s valores das variaveis x e y sao assim:

x = 1,856 + 0,00 3 y = U*Eﬁ,i g, 05

14

il

0.
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}2.5.3 - Ajuste de pontos experimentails a uma recta

Este tipo de problemas constitui uma das aplicacoes importantes do metodo

dos minimos quadrados a analise de resultados experimentais.

Sejam Yy Ygrerss

..35...

grandeza y, correspondentes a valores STIROTEREE

da por grandeza x. Supoe-se que as quantidades y.

mentais mas’ que os erros das quantidades x, sao desprezaveis.

e : o .
Existindo uma relacao linear entre as grandezas x e Y,

i o = g
a substituigao de x por x. nao conduz, em geral a Yo determinando-se um residuo

dado por

Em acordo com o metodo dos minimos quadrados, a melhor relagao linear que
ajusta os valores experimentais e aquela em que os coeficientes dao origem a um
minimo para a soma dos quadrados daqueles residuos; isto e,

A partir das derivadas parciais em relagdo a a e a b, obtem-se como con-~

y = ax + b,

di = ax, + b - Y

i

dicoes de minimo as seguintes equacoes:

A

YK (ax, b = Yi) = 0

I
'

¥
: (axE + b - yi) = 0

l.

que, sob a forma de equagoes normais se escrevem:

em que n o nimero de relagoes lineares existentes, ou seja, O numero de determi-

nacoes experimentais. Do sistema de equagoes normais obtem-se para valores dos

coeficientes

[ 4 [xx] + b [x] = [xy]
ta {x] + bn = [y]

Y, ©S valores de uma quantidade medida, designada por
x de outra quantidade, designa-

sao afectadas de erros experi-

(ax. + b = y.)
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o n.[:-{“f];- - [x] . [Y] : - [‘f] [-xx]-[x]. -[xv,rl
.ni[ﬂg}.* [K]Z ’ n[xx] - [3]2

Quando os valores observados, x. e vy, sao afectados de pesos, w., as

equacoes normals escrevem-se: o B
& [wxx + b[wx] =2 [wxy] ;;r
a [ﬁx] + b [w] =-[wy] |

de onde se obtam para valores dos coeficientes a e b:

[w:[ f:xﬂ - [wx] [.wy] - [wy]. [ka.] - [wx]. [wxy]

a = ]

[w] {wxiﬁ] o (wx . [w] [wxx] ® [wx]z

(1)

Exemplo de aplicacao

Determinar a lei linear a que melhor obedecem os valores x e y abaixo indi-

cados, supondo que os valores de X sao exactos.

X Y XYy X X
0 4.6 0 0

1 7,1 7,1 I

2 955 19 L

3 11,5 34,5 | 9I

b 13,1 4,8 16

5 15,9 1945 25

6 1856 111,6 36

7 20,9 146,3 kg

£ 23,5 188,0 6L

9 25,4 228,6 81
4 150,7 869, 4 285

TOTAIS 4 .
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Ter-se-a, assim:

A relacao linear e, portanto, neste exemplo:

Da segunda das equacoes normais anteriores obtem-se

que

-

10 x 869,4 - 45 x 150,7

= 2. 32
10 x 285 - 4g2

150,7 x 285 - 45 x 869,4 h@

10 x 285 - 452"

: i::-V = 2,32x+ b4,64.

12.5.3.1 - Recta de regressao

4L, L

sac os valores medios das variaveis x e y;

fazendo a substituicao x = X + X e y =y + Y

vem para a relacao linear ax + b = y:

como y =

alx - X) +b=y-Y;

ax + b, “fica Y = a X

Das equagoes normais vem, para b = (:

":{‘f]
a = — -
XX ]
a relacao entre x e y pode, entao, escrever-se:
; 3
[xv] [xv]

X, ou seja y - ; =

[xx] | (xx]

(x = x) .
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e 8] = , podemos escrever, introduzindo um coe-

, [xv]?
] [xxJfrv ] | A,

i

o que constitui a recta de regressao de y em x. 0 coeficiente r e designado por

A T — 2 : : ] . =
coeficiente de correlacao e mostra-se que r < 1.

'-..Ff::

Considere-se agora o caso em que ambas as quantidades x e y sejam afectadas
de erros experimentais. E, entao, necessario determinar, alem da regressao de

y em X, anteriormente obtida, a regressao de x em y. Esta ultima e da forma

As equacoes que dao ambas as regressoes sao iguais para r = l; em geral, isto
nao acontece e, assim, as rectas nao sao coincidentes: escolhe-se, entao, a
bissectriz do angulo agudo entre elas, como a recta que melhor satisfaz os va-

lores experimentais obtidos. Como & evidente, a correlagao entre x e y & tanto

melhor quanto mais proximo da unidade for o valor de r.

(1)

Exemplo:

Considerem-se os valores experimentais do exemplo anterior. Determinar o

coeficiente de correlacao entre as variaveis x e y bem como, a partir dele, a re-

¥

L]

lacao linear entre essas variaveis.

Construa-se, de novo, o quadro dos valores das variaveis x e y bem como dos

valores de X = 5x - x , ¥ =y - ;, XX, YY e XY, obtidos a partir dos valores me-

dios, x e vy das variaveis X e vy,

Teremos, assim, do calculo anterior: | :

B [:1;{ ] _Ill

1

Y1 50,7
n 10

15,1

~ |
!

};:: S5 w3

5= = 4,5 ;

n




X X X X y

0 -4 .5 20,25 4,6

| -3,5 5 AP

2 -2,5 6,25 95,

3 - 2,25 11,5

L -0,5 0,25 . - 13,7

Y +0,5 0,25 i5,3

i ée +1.5 2,25 18,6

7 +2,5 6;25 20,9

8 +3,5 12,25 23,5

9 +4,5 20,25 25 .4

S n 0 82,50 150,7

Deste guadro obtem-se:

[xv] 191,25

rl'_"‘

\/82,50 x 443,71

\/ ] - B]

Como
I )
y -y = (x - x), vem
[xX]
191,25
y ~ 15,1 = (% = %,.5]
82,50
ou seja:

y = 2,32x + 4,66,

em bom acordo com a expressao anteriormente obtida.

Y YY XY
-10,5 110,25 47,25
-8,0 64,00 28,00
-5,6 31,36 14,00
-3,6 12,96 ii; 5,40
-1,4 1,96 0 0,70
0.8 0,64 0,40
3,5 12,25 5,25 1
5.8 33,64 14,50
8,4 70,5% 29,40
10,3 106,09 46,35
-0,3 443,71 191,25
0,993
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12.5.3:2 - Precisao dos coeficientes

Ascbter uma relacao linear entre duas variaveis e importante conhecer a pre-

cisao dos coeficientes a ¢ b determinados. Com essg;fim; calculam=se os residuos

d. = ax. + b - y. e aplica~se o metodo anterior, tomando a e b como variaveis. 0
i i i |

erro quadratico medio, a” fia expressao de d, e dado por
2 __[dd]
m = 2

o o

Designando por a_ e o, 0s erros dos parametros a e b teremos, como imediata-

mente se verifica por comparacao com o que anteriormente se viu:

2 2 2
o oy a
g [hx] A
2
em que A = [[x] [x}i = n[xx] - [x]

[«] =~

Assim, com os valores anteriores de x e y e a relagao linear obtida, -

y = 2,32x + 4,64, pode-se determinar os desvios e construir o quadro seguinte:

X Vv d dd
0 k6 0;04 0,0016
: | 7,] -0, 14 0,0196
2 9,5 -0,22 0, 0484
3 11,5 0,10 0,0100
L 13,7 0,22 0, 0484
5 15.9 0,3k 0,1156
4 18,6 -0, 0b 0,0016
7 20,9 -0,02 0,000k
g 23,5 -0,30 0, 0900
9 25,4 0,12 0,0144

TOTALS e

45 150,7 0,3500
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2t = -f[_dd] WLy Ly .[ﬂ]‘ fx]z = 10 x 285 - 45% = 825

h = 2 8
2 '12 | f.|.
o 0,3500 ] - .
a “"T”]UHTKW 5,3 x 10
- Z:¥ X 10"2 ;fﬁ
o 1 2
2 . 013500 ! i -
o = [ﬁx] - = 285 . . - B35 1,51 x 10
23 8 c.-:b = 12,3 X “]"2 | ' i o : sk

A relacao linear determinada e assim, finalmente:

y = (2,32 + 0,02)x + (4,64 + 0,12)

Quando os valores das variaveis X, ey, sao afectados de pesos, W., OS erros-

-padrao dos coeficientes a e b sao dados por:

2 2 2
o o o :

= b -
[w] [wxx ] [w] fwxx] - [wx]z

em que
2 fwdd]
El_, =]
B = 2
12.5.4 - Ajuste a outras curvas

Surge, com freguancia o problema de procurar uma relagao nao linear entre

duas variaveis x e V.

A relacao procurada &, em geral, da forma

2
y = a5+ ax+ax +...+ax

envolvendo m + 1 constantes.
Conhecendo n pares de valores x,, y., com n>» m+ 1, pode-se escolher os
valores das constantes Ags Ayreces &ﬁf de modo que a soma dos quadrados dos

desvios, dada por



i_f](‘f'i - ag < apx; T Ay )

Calculando as derivadas parciais em ordem a a,, a, & a, obtem—se:

RE 2.
. Mg 8By~ Wy B J.=
b e 3
;B T g T % T A2 L B
- 2
s 35y {Yl aﬂ alxi S ) =0

[EEYT - [Hz}an - [33}31 o [xh a, = 0

A solusao deste sistema permite determinar os valores mais provaveis de

\,

ag» 2 e - Supondo que oS valores de X, s3o exactos e os valores de Y, astao

sujeitos a erros experimentais, 0s erros - padrao que afectam os parametros

ag, a; € a, <30 estimados pelo método anteriormente descrito. Representando por

R

v a, e o, 03 erros ~ padrao de 350 2y © Py respectivamente, vem:

2 2 T o 92
0 " S £

[ | FKEJ n [ x2; n rx] n [x]

[
03 A W) B S
[ L

i

il
i
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ZY = -
em que [d 1 e a soma dos guadrados dos desvios.

(1),

Exemplo

j
K
d

Ajustar a uma curva parabolica os seguintes resul tados experimentals

e o,

(5 = 1)
X 0 i 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2
g 20 2.4 6.5 14,2 25,7 40,1 57,5 =

Supondo que existe entre a variavel x ey uma lei da forma

2

Y = aﬂ -+ d]}{ + 32}{ 3
construamos o quadro seguinte:
X y xz x3 X XY Xy y d d

(calculado)

0 40 0 0 0 0 0 1,05 -0,05 0,0025
0,2 2,k 0,04 0,008 0,0016 0,48 0,096 2,22 - 0,18 0,0324
0,4 6,6 0,16 0,064 0,0256 2,64 1,056 6,69 -0,09 0,0081
G,6 14,2 3,36 0,216 0,1296 8,52 5,112 14,47 -0,27 10,0729

6,8 25,7 0,64 b, 512 0,4096 20,55 16,448 2555 B,;15 00,0225

2

1,0 40,1 ] i ] Lo, 40, | 39,93 0,17 0,0289

ls2 B7,5 1,44 1,728 2,0736 69,0 82,8 57,62 -0,12 0,0144

L2 147,85 3 64 3,528 3,604 141,3 1E5,612 0,1817
TOTALS e

As equacoes $ao:

f - - - M - ! =
147,5 ?aﬂ ‘,Zal 3,6};2 0

| 141,3 - k,2a, - 3,648 - 3,528a, = 0

klh5,612 - 3,6uaﬂ= 3,5285l - 3,6452 = {)

de onde se obtem:

aq = 1,05; a, = -2,42; a, = 41,3



= Bl I TR

o Il =

| £
{dzl = 0,1817; "ttz a [ ] URLAT,
- I & h.

= 0,045k

0s erros - padrao ag> @y € 9y sao dados por:

al

2 f 2 A _
% M } o A [ i
e nss| |7 osel |7 w3 |7 w2z s
3,508 3,6 3,64 3,68 W2 3,64 |42 3,64 3,528
| . | 3,64 3,528 3,64
ou seja o | %
&y = 0;19;. o = 0,73; a, = 0,58

A relagio parabblica entre as variaveis x e y escreve-se, assim:

y = (1,05 + 0,19) ~ (2,42 + 0,73)x + (41,3 + 0,58)x,

e
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