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Fisica Estatistica Classica - Enunciados

1.1 Mostre que o teorema de Liouville

d
= dqdp) =
it (o) =0

vélido para uma regiao D, arbitraria do espago das fases (g, p) nao é em geral verdadeiro no espago
das varidveis lagrangeanas (g, ¢). Determine para este espaco uma fungao de peso que corresponda
a uma medida invariante.

1.2 Mostre que a medida
M(D) = / dqidqo...dgy, dpidps...dpy,
D

definida no espaco das fases é invariante para uma transformacao candnica.

1.3 Considerando o plano enquadrado pelas varidveis (g, ¢) determine as trajectérias e a variagao
temporal do elemento de drea (dq,dq) para os seguintes sistemas:

a) Particula sujeita a uma forca de atrito proporcional & velocidade.
b) Oscilador harménico com atrito proporcional a velocidade e pequeno.

1.4 Verifique a conservacao da extensao em fase no choque eldstico entre duas particulas que
se movem ao longo de uma linha recta. Sugestao: Considere os valores das varidveis canoénicas
imediatamente antes e depois do choque.

1.5 Considere um conjunto de sistemas hamiltonianos idénticos, N-dimensonais, em numero sufi-
cientemente grande para que se possa definir uma densidade associada aos pontos representativos
(PR’s) dos sistemas no espago de fases, p(q1, g2, ..., pn, t). Existe uma analogia entre, por um lado,
esta densidade e a sua evolu¢do no tempo e, por outro, a variacado da densidade p(zx,y, z,t) de um
fluido no espago habitual 3-dimensional. Para ambos os casos é vilida a equagao de continuidade
% + V- (p ¥) = 0, exprimindo, no segundo caso, a conservacao da massa e, no primeiro, a do
numero total de sistemas. Para o espaco das fases o vector velocidade ¢ tem obviamente as 2N
componentes U = (41, g2, ..., py) No ambito desta interpretacao hidrodinamica da representagao de
um colectivo de sistemas no espacgo das fases deduza a conservacao da medida do volume em fase
dV = dq1dqs...dqg, dpidps...dp, (teorema de Liouville).

1.6 Seja p(q1,q2,...,pN,t) = p(q,p,t) uma densidade de probabilidade definida em todo o espago
das fases I', obedecendo ao teorema de Liouville e tal que p(|gq| — o) = p(|pp| — o) = 0.
Admitindo que o Hamiltoniano é da forma H = H(q,p) = T'(pp) + V(qq) (varidveis distribuidas
separadamente por T e V'), prove que

i(/DtF(p)dqdp> =0,

onde F é uma funcio qualquer de classe C*!, sendo F(0) = 0. (NB: O integral ¢ tomado em todo o
espaco das fases I).



1.7 Seja um sistema descrito por N pares de varidveis ug, vg e cuja evolugao no tempo é dada por
um conjunto de 2N equagoes da forma

_lor . 10R
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sendo R e Q funcdes de classe C! das varidveis u,v (mas ndo do tempo t). Trata-se de uma
generalizacao da nocao de sistema hamiltoniano, a qual é um caso particular desta com @ = 1.
Mostre que R é um integral do movimento e que

" (k=1,2,..,N),

Q(u,v) du dv
Dy

permanece invariante ao longo do movimento. (D; é um dominio finito).

1.8 Seja f(Z = (¢, p)) uma funcio definida no espaco das fases I' = (q,p) e f(P) a média temporal
de f ao longo da trajectéria que parte em ¢ = 0 de um dado ponto P de I':

_ 1 /7

f(P)= lim — f(@=g@(P,t)) dt.

T—00 T t=0

(Por @(P,t) designamos portanto uma trajectéria em I' que admite P como condic¢ao inicial no
instante ¢ = 0). Admitindo que este limite existe para todos os pontos P de I', mostre que o seu
valor ndo depende do ponto (sobre a mesma trajectéria) escolhido para ponto inicial. NB: Admita
que H = H(q,p) = cte., donde a autonomia das equagoes de evolugao.

1.9 Considere um oscilador harmonico, anisotrépico e tridimensional e escreva as equacgoes do
seu movimento em varidveis angulares e de accao. Mostre que para que a trajectéoria do ponto
representativo (PR) sobre a superficie toroidal definida por J; = const., i = 1,2,3 seja fechada é
C.N.S. que os quocientes das frequéncias sejam racionais.

1.10 Calcule a medida V(F) do volume do espaco das fases para os seguintes sistemas:
a) Oscilador uni-dimensional;
b) Particula relativista com energia E movendo-se num dominio tridimensional finito.

1.11 Considere um sistema constituido por um grande nuimero de osciladores harmoénicos unidi-
mensionais, independentes e idénticos. Calcule para este sistema a medida do volume no espaco
das fases V(E), a entropia e a temperatura.

1.12 Seja um sistema hamiltoniano descrito por N pares de coordenadas candnicas q1, p1, g2, P2, ---
gn,pn com N > 1, e uma colectividade constituida por um grande ntimero de sistemas idénticos a
este, com valores das suas energias entre 0 e E. Admitindo que V(E) oc E*V, mostre que a energia
média dessa colectividade tende para E quando N tende para infinito.

1.13 Verifique que no caso da distribuigdo micro-canénica (MC) a expressdo —k log Prob da o
valor da entropia.

1.14 Considere um recipiente cilindrico orientado na vertical Oz, de altura h e drea da base S,
situado no campo gravitico habitual de potencial U = mgz e contendo no seu interior uma mistura



de dois gases ideais em equilibrio a temperatura 7', constituida por N; e N» particulas de massas
m1 e mg, respectivamente.

a) Determine a pressdo que se exerce sobre a parede do topo do cilindro e a posi¢ao do centro de
massa do gas.

b) Estude o caso limite correspondente & altura infinita.

1.15 Um g4 ideal com N particulas idénticas de massa m em equilibrio a temperatura 7T esta
contido no interior de um cilindro vertical fechado no topo por um pistao mével de massa M. Seja
entao o sistema total formado pelas particulas do gas e pelo pistao, sendo este considerado como um
corpo de massa M e possuindo um grau de liberdade préprio (a acrescer aos que estao associados
as particulas do gas). Supomos o pistao solicitado pela for¢a da gravidade, acgdo que desprezamos
no caso das particulas do gés. Determinar a energia livre do sistema total e a equacao de estado
do gas.

1.16 Seja uma distribui¢@o canénica correspondente a um equilibrio & temperatura 7" e F'(g, p) uma
funcao da fase (g, p). Indique condicoes suficientes para que se tenha

OH oF OH oF
F—=kK"—, F— =kT—.
0qn 8(]71’ Opn Opn

1.17 Determine o valor médio da energia de uma particula unidimensional em equilibrio com um
termostato & temperatura 7' e movendo-se sob a accdo de um potencial da forma U(q) = Bog®",
com n inteiro e By > 0 constante.

1.18 Considere um gas constituido por N > 1 particulas idénticas contidas num recipiente de
volume V' em equilibrio & temperatura 7T'. Sendo a interacgao entre quaisquer duas dessas particulas
(i e j) traduzida por meio de um potencial da forma ¢;; = ¢(|7; — 7;|), o hamiltoniano do gés vem

dado por
H(r P>=Z|m2+ > i
’ £~ 9 m , ,
i=1 k,i:1<k<i<N

a) Mostre que a fungao de particao deste gés se pode escrever sob a forma Z = ZyZ;,, em que Zy
é a funcao de particao do gds ideal e

1 1 o R
Zint = VN/ .../exp T Z Oir | dify...dPy.

kil <k <i<N
b) Definindo f = exp (—,;%) — 1 e supondo que se tem ,;iT < 1 (discuta as duas hipdteses fisicas

traduzidas por esta; desigualdade!), prove que

N(N -1

) [
Zint = 1 + Y /0 flr) Anr’dr =1+ C

e que a equacao de estado tem a forma pV = kT (N — C—H)



1.19 Considere um gas de particulas relativistas em que a particula i tem impulsao e energia iguais

a
. mu;
=0 By = e+ m2eh
21 =%
c2

em equilibrio a temperatura T'. Mostre que se tem

1 02 1
L T
2 72 2

1- %

1.20 Considere um gas constituido por N particulas independentes contidas num recipiente de
volume V. Admitindo que para essas particulas é vélida a chamada aproximacao ultra-relativista
que consiste em tomar E = p ¢ (correspondendo a velocidades préximas das da luz), deduza a
termodinamica do gas.

1.21 Considere o calculo apresentado na aula tedrica sobre a aplicagao da equiparticao aos modos
normais de um campo electromagnético num recinto paralelepipédico (lei de Rayleigh-Jeans). Faga
um calculo andlogo para o campo unidimensional associado a uma corda vibrante com extremos
fixos a distancia finita.

1.22 a) Sendo Q;(E1), Q2(E2) as fungoes de estrutura das duas componentes de um dado sistema
com fungao de estrutura Q(F), prove que se tem

+o0
O(E) = /0 Qu(y) L(E —y) dy.

b) Considerando um sistema energética e materialmente isolado (energia E e niimero de particulas
N constantes) constituido por dois subsistemas que podem trocar entre si energia e matéria
(particulas), relacione Q(E, N) com Q4 (E1, Ny) e Qo(E2, N2), sendo E e N, k = 1,2 a energia e
o numero de particulas de cada subsistema.

1.23 Considere a demonstracao segundo a qual a maximizacao de

QI(E/) Q//(EII — E _ E/)

) dE'

Prob (H' = E',dE") =

é equivalente, sob certas condigoes, a igualdade de temperaturas de dois corpos macroscépicos em
contacto térmico, estando isolado o conjunto desse dois corpos. Generalise essa demonstracao para
0 caso em que os dois corpos podem trocar particulas entre si, sendo constante o nimero total das
particulas.

1.24 Deduza para a distribuicao gran-candnica o resultado correspondente aos dois lemas de Gibbs
deduzidos para a distribuicao canénica.

1.25 Seja uma particula com momento dipolar 7 (isto é, em presenca de um campo eléctrico E,
a energia de interaccao entre uma particula e o campo vem dada por —p'- E), sendo p de moédulo
constante e orientacao qualquer. Determine a polarizacao de um gés constituido por N > 1 destas
particulas, em equilibrio a temperatura 7' e em presenca de um campo eléctrico constante E.



1.26 A deducgéo anterior transpoe-se imediatamente para o caso de um gas em equilibrio a tempe-
ratura 7', formado por N > 1 particulas idénticas, todas com momento magnético fi (de médulo
constante e orientagdo qualquer). Sob a acgdo de um campo magnético constante B , a energia
(magnética) da cada particula vem dada por H,, = —[i - B. Determine a magnetizacao do gas e a
susceptibilidade magnética. Mostre que para altas temperaturas se obtém a lei de Curie, M oc T~}

e determine a constante de proporcionalidade.

1.27 Considere uma situacao idéntica a do problema anterior, mas supondo agora a discretizacao
dos niveis de energia magnética, ou seja, cada particula possui um momento magnético intrinseco
i de tal modo que sob a accdo de um campo magnético constante B cada dipolo [ s6 pode
estar orientado paralela ou antiparalelalmente a B. Determine a magnetizacao e susceptibilidade
magnética e compare com os resultados do problema anterior.



Fisica Estatistica Classica - Resolucoes

1.1 Mostre que o teorema de Liouville

d
dt (/m E dp) =0

vélido para uma regiao D, arbitraria do espago das fases (¢, p) nao é em geral verdadeiro no espago
das varidveis lagrangeanas (¢, ¢). Determine para este espago uma fungao de peso que corresponda
a uma medida invariante.

Sugestao: Parta da equacao () e faca a transformagao de varidveis (¢, p) — (q, q)

Resolugao. Considerando no espaco das fases (¢, p) uma dada regido Dy e a sua transportada pelo
movimento no instante t, Dy, ela estard associada a uma certa familia de regides E; no espago (g, q).
Entao, em virtude do teorema de Liouville e utilizando a transformagao de varidveis relacionando

(¢,p) e (¢,4), vem

d d .. .
0 (/ dq1 dga ...dgy dpy dps ---de> == (/ |J| dg1 dga ...dqn ddy dgo ---qu> :
Dy FE

= & t

onde J designa o Jacobiano da transformacao (¢,q) — (¢,p). Como se vé, e a menos de J ser
constante, o volume no espaco das cordenadas e velocidades generalizadas nao é conservado pelo
movimento. Contudo, a prépria equagao () indica que se se tomar J como uma ”func¢ao de peso”no
espaco (g, ) ou seja, se se adoptar como medida da uma certa regiao E; nesse espago a expressao

/ |J |dql dQQ ...qu dql dQQ ...qu,
Ey

tal ja acontecera.

Precisemos entao a expressao de J. Como os (¢, ¢) sao independentes, bem como os (¢, p), a sua
condensacao conduz a

le] o)
J= a(qlaQQ7"'>QN>p17p21"-7pN) . 373 FZ . 1 30 B ‘ (92L ‘
— N A N — 1O o - - .
8(‘]17Q27"'7QN7Q17Q27"wq}\/) a*;; 875 0 FZ 8q8q

sendo L o lagrangeano do sistema. Vemos entao que uma condigao suficiente para que J seja cons-
tante é que exista proporcionalidade entre os momentos generalizados e as velocidades generalizadas
- condigao que é alids frequente em muitas situagoes.

1.2 Mostre que a medida
M(D) = / dqidqo...dg, dpidps...dpy
D

definida no espaco das fases é invariante para uma transformacao canodnica.



Sugestao: Recorde as ideias fundamentais das transformacoes canénicas e considere, tal como no
caso do problema 1.1, o que sucede quando se passa de (g, p) para (@, P) - mostre que o jacobiano
é igual a 1.

Resolugao. Dada entdo uma transformacao canodnica

(Q7p) = (Q17q27 4N, DP1,D2, 7PN) — (Q17Q27"'7QN7P17-P27”'7PN) = (Q?P)

vem

M(D)E/qudpz/l)‘(%:%‘ dQ dP

pelo que temos de mostrar que
(g, p)

9(Q, P)
Suponhamos entdao que a transformagao admite uma funcao geradora da forma W = W (q, Q,t)
(noutros casos os calculos sao semelhantes). Sendo

-1

P="¢ 77 0Q
segue-se que
da,p) _ 9a, ) (.Q) _ 9(a.p) (3(Q7P)>_1: a ggg }% % _
1 o0fllo 1| |op oP|™t .y 82W L I
HEE AR ‘a@’(_l) 9| =Y ‘&JaQ)Hé’Q@q) =)
m

1.3 Considerando o plano enquadrado pelas varidveis (g, ¢) determine as trajectérias e a variagao
temporal do elemento de area (dgq,dq) para os seguintes sistemas:

a) Particula sujeita a uma forca de atrito proporcional & velocidade.
b) Oscilador harménico com atrito proporcional a velocidade e pequeno.

Sugestao: Obtenha ¢ = ¢(q0,do) € ¢ = ¢(qo,qo). Verifique o que se passa com o Jacobiano da
transformagao.

Resolugao.

a) Da equacao do movimento m § = —k ¢ vem

k

. .kt ot ks . m _kt
jit)y=gpe m = q(t):qo—l—qo/e m ds:qo—l—qo?(l—e m ).
0

o~

8



Donde, atendendo a expressao de ¢(t),

m,. . , .
q=qo+ ?(qo — q) = const. ¢+ const.

ou seja, as trajectérias s@o rectas no plano (g,¢). Quanto a evolucao temporal da medida do
elemento de area, vem dq d¢ = J dqo dqp, com

_ 0(¢,9) _
9(q0, 4o)

_%)
t

_ PR
0 e

_kt
= e N

=

:|

Ay

3|

pelo que a medida no espago (g, ¢) decresce exponencialmente com o tempo.

b) A solugao geral da equagao do movimento ¢ + v ¢ + w%q = 0 é, para o oscilador fracamente

amortecido, 7?2 < 4 w3,
vyt

q(t) =e 2 (Acoswt + Bsinwt)

com w? = w} — 72/4. Entio,
q(t) = e T (Ccoswt + Dsinwt),
com C =wB — (y/2)Ae D=—-wA—(y/2)B, e
90 =q(0) =4, do=4(0) =C=wB-(y/2)A. (1)

Resolvendo (1) em ordem a A, B e introduzindo nas expressoes da solucao geral, obtemos a solugao
particular para uma condicao inicial genérica gy, qo:

] 2
q(t) = e T <q0 coswt + b + (0/2)a0 sin wt)
w

vyt

2)qo + wj
q(t)=e 2 <q0 coswt — 0/2)do + a0 sin wt) .

w

722
4 wg

No limite — 0, w =~ wp e temos a seguinte forma aproximada da solugao particular

q(t) = ez (qo coswt + L sin wt)
w

q(t) = ez (go coswt — w qo sinwt) ,

que corresponde a um oscilador harménico cuja amplitude diminui exponencialmente com o tempo.
Geometricamente, as trajectérias no espago (g, ¢) correspondem, mediante o rescalamento ¢ — ¢/w,
a espirais logaritmicas.

A variagéo do elemento de area vem regida pelo jacobiano

. _at _atg
d(q,q) e~ 2 coswt e~z snwt oyt
J = N _at vt ¥ =€ )
a(QOaQO) —e 2 wsinwt e 2 coswt

diminuindo exponencialmente ao longo do tempo.



1.4 Verifique a conservacao da extensao em fase no choque elastico entre duas particulas que se
movem ao longo de uma linha recta, considerando os valores das varidveis canénicas imediatamente
antes e depois do choque.

Sugestao: Na hipdtese do choque ser elastico, obtenha os p e os q depois do choque em funcao
dos seus valores antes do choque. Uma vez mais analise o que sucede ao Jacobiano dessa ”trans-
formacao”.

Resolugao. Tudo se reduz a verificar a conservacao da extensao em fase ”durante”o choque, ja
que "fora” do choque as particulas evoluem sem qualquer interaccgao, sendo ébvio que a extensao em
fase é entao conservada. Designemos entao por ¢, p1 € g2, p2 os valores das coordenadas candnicas
das particulas 1 e 2 imediatamente antes do choque, e por ¢}, p} e ¢}, ph os valores imediatamente
a seguir ao choque. Para o choque eléstico, a conservacao da energia e da impulsao exprime-se por

2 2 ’2 ’2 2 2 2 2
2€r1L1 +2PW22 = 57311 +2[)2W2 _ { m2(p1_]/),1 ) = ml(%)/2 _p2) ’
pitp2 = piEph p—pri = P22
e substituindo a segunda identidade na primeira vem
{ ma(pr +p1) = mi(p2 +ph)
p—p; =  py—Dp2

E imediato resolver este sistema linear em ordem a p), pl, para obter

{ Pl 6 p1+2p1 po @)
/ — 2 _ 5 9
Do H2 p1 D2

onde § = (m1 —mz2)/(m1+m2), u; = m;/(m1—ms), i =1,2. Usando as equagoes (2), e atendendo
a que devemos tomar ¢} = q1, ¢4 = qa, é fécil calcular o jacobiano da transformagao associada &
colisao elastica:

g’ aq’ 8]), 81),
g = Nadertpy) (9 | L0 :‘327' o o :‘ 5o2m|_
Oav.eprp2) |5 | |0 5| lop| |2 T2l 2p =9
Assim, |J| = 1.

1.5 Considere um conjunto de sistemas hamiltonianos idénticos, N-dimensionais, em nimero sufi-
cientemente grande para que se possa definir uma densidade associada aos pontos representativos
(PR’s) dos sistemas no espaco de fases, p(q;, q2, ..., Py, t). Existe uma analogia entre, por um lado,
esta densidade e a sua evolugao no tempo e, por outro, a variagao da densidade p(zx,y, z,t) de um
fluido no espago habitual 3-dimensional. Para ambos os casos é vilida a equagao de continuidade
% + V - (pv) = 0 exprimindo, no segundo caso, a conservagao da massa e, no primeiro, a do
nimero total de sistemas. Para o espaco das fases o vector velocidade ¢ tem obviamente as 2N

10



componentes ¥ = (i, §2, ..., PN, t). No ambito desta interpretacao hidrodinamica da representacao
de um colectivo de sistemas no espaco das fases deduza a conservagao da medida do volume em
fase dV = dq1dqs...dgndprdps...dpy (teorema de Liouville).

Sugestao: Parta da equagao da continuidade que surge no enunciado. Verifique que o o campo de
velocidades ¥ = (¢, p) é "incompressivel” (i.e., satisfaz a V - ¥ = 0. Tenha em conta que a derivada
total hidrodinamica é %(-) +¥-V(-) e deduza que % = 0. Conclua que o volume de D; se conserva.

Resolugao (Kahan, pp. 474 e seguintes). Em virtude das hipé6teses sobre o grande nimero de
sistemas, podemos definir uma densidade p(q, q2, ..., pn, t) tal que p(q;, g2, ..., pn, t) dg dp designa o
numero de sistemas cujos PR’s se encontram na regiao do espago das fases (¢, p; ¢ + dg,p + dp), de
medida Hfil dg; dp;. No que se segue vamos determinar a variacao de p ao longo do movimento.

Comegemos por recordar a distingao entre a variagdo (no tempo) de uma dada grandeza num certo
ponto fixo do espaco das fases - traduzida pela derivagao parcial em t, % - e a variagao dessa
grandeza num ponto que acompanha o movimento descrevendo uma certa trajectoria - derivada
total/de arrastamento/hidrodinamica, etc :

D 9 o . @

onde vy = T.

Fazemos intervir um resultado de Mecanica de Meios Continuos que consiste na equacao de balango

d . R of .. S

i/, (Z,t) dit = L, Ot dz + 6thv-ndS, (3)
véalida para uma funcao regular f(Z,t) e uma regiao D; de fronteira  D;. Em geral, D; é uma regiao
que depende do tempo e (¥, t) representa em cada ponto da superficie §D; a velocidade local do
elemento de superficie. Asim, o primeiro termo do segundo membro de (3) representa a variagao
devida a dependéncia no tempo do campo f,e o segundo termo a variacao devida a dependéncia
no tempo da regiao de integragao D;. Usando Gauss, (3) pode ser rescrita na forma

d of =
73 th(f,t) df:/Dt (8‘§+V-(f 17)> dz. (4)

No caso particular do balanco da massa e de D; ser uma regiao que acompanha o movimento do
fluido, ¥(#,t) é a velocidade de escoamento e a conservagao da massa implica balan¢o nulo,

_d N o0 & o\ =
O_dt Dtp(:n,t)d:v—/Dt<at+V (pv)) dz. (5)

A forma local da equagao (5) é a equagao da continuidade.
No caso que estamos a considerar, o espago ambiente é o espaco I', de dimensao 3N, Z = (q,p),

= _ (0 0O = _ (s -\ _ (OH 0H = : 2
V = (a—q, a—p) e = (¢,p) = <<9T{’~_<‘Tq)' A conservagao, ao lf)ngo do moylmento, (10 nimero de
sistemas com PR numa dada regiao D; que acompanha o movimento exprime-se entao por

d op =
0= — t) dq dp = LAV (p?)) dgd
' Dtp(q,p,) q dp /Dt<3t+ (pv)> q dp,

11



ou, atendendo que isto é verdade para qualquer Dy, na forma local

dp

Oat

+V-(p D).

Antes de prosseguir, calculemos o valor de V - ¥ para este caso:

V.7= zk: (gz’; + gﬁ:) = (Hamilton) = zk: (a <‘9H> + 2 (8H>) =0, (6)

Oqi, \ Opg Opr \\ Oqi

ou seja, V-7=0com 7= (¢,p). O fluxo do conjunto de PR’s no espago das fases é portanto o de
um ”fluido”incompressivel. Temos entao, introduzindo na euqacao da continuidade,

op op - 6p .= Dp
0= 6t+v( U) = (%—I—pv U4 7-Vp =5 UVP_Dt (7)

Daqui se conclui que um observador que acompanhe o movimento ¢ = (¢,p) deste "fluido”em T'
verd sempre a mesma densidade onde quer que se encontre. Considerando entao os sistemas que em
t = t1 se encontrem em (¢', p'; ¢* + dg',p' + dp') - em ntimero de p(q',p') dg* dp' - e seguindo-os
no seu movimento, eles encontrar-se ao no instante 5 em (q2, p2; q2 + dq2,p2 + dpz), sendo o seu
nimero igual a p(q?, p?) dg? dp?. Como % =0, p(q',p?) = p(¢?, p?), e como o niimero de sistemas
¢é evidentemente o mesmo vem

p(q",p") dg" dp' = p(¢®,p*) dg* dp* = p(q",p") dg® dp®

donde se segue que
dg* dp' = d¢* dp* <= dDy, = dDy,, (8)

que ¢é a forma local do teorema de Liouville apresentada na aula tedrica.

A equagao (7) pode ainda por-se sob a forma equivalente seguinte:
0 _ g g, (P OHY (90 00\ N~ (0HOp 0Hp
ot P="\ap’ aq dq’ op —\'9q op  9p dg

ou seja, atendendo a defini¢ao dos paréntesis de Poisson, [H, -],

=) (9)

Se considerarmos em particular o caso de ser p(q,p) = p(H(q,p)) - a densidade fungao da energia
- tem-se
- dp Op dp (OH OHY dp 6 .
Ve=l505- =55 | o = | = 55 (=0, 4).
0q’ Op dH \ 0q  Op T dH
pelo que ﬁp e a velocidade no espago das fases sdo ortogonais :

- dp

0-Vp=—(d,p) - (=P 4) =0

Introduzindo na equacao (7), obtemos % = 0, de acordo também com (9), ou seja,

ola,) = p(H(a.p) = 22 =0, (10)
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traduzindo que a variacao local da densidade ¢é nula.

As equagoes (6), (7), (8), (9) e (10) constituem diferentes maneiras de apresentar o teorema de
Liouville.

1.6 Seja p(q1,q2,...,pN,t) == p(q, p,t) uma densidade de probabilidade definida em todo o espago
das fases I', obedecendo ao teorema de Liouville e tal que p(|gq] — o0) = p(|pp| — o©) = 0 .
Admitindo que o Hamiltoniano é da forma H = H(q,p) = T(pp) + V(qq) (varidveis distribuidas
separadamente por T e V), prove que

;Z(/FF(p) dqdp) =0,

onde F é uma qualquer funcio de classe C*' tal que F(0) = 0. (NB: O integral é tomado em todo
o espago das fases I') .

Sugestao: Observe que, como se chama a atengao no enunciado, o integral é calculado em todo o
espago de fases. Logo, % fF F dq dp = fr %—f dq dp. Use a equacao de Liouville

dp
F g

at [ ) p]7

onde [, ] denota o paréntesis de Poisson.Admitindo que H = T'(pp) + V (qq), reduza o célculo do
integral aos cédlculos de integrais em pp e em gq apenas, nos quais se usam as condicoes de fronteira

fornecidas no enunciado.

Resolugao (Terletski, II-6). A férmula (4)é vélida para qualquer D; C I' evoluindo (mudando
a sua posicdo) no tempo, mas nao para I' (todo o espaco das fases), uma vez que nesse caso nao
existe o termo de fronteira. Como tal, e atendendo a que a regiao de integracao é agora a mesma
(nao variando com t) e coincidente com todo o espaco I', vem

d _ [ 9F(p) _/, Op
" FF(p)dqdp—/F 5 dado= | )57 da .

Sendo p a densidade nas fases e usando (9) vem entao

d OH dp OH 0p
— | F = [ Fl(p)|H = F —_— - .
77 ), PO andp= [ PO dr =3 [ 0 (G o= 5000 dure. do

Como se tem H = T(pp) + V(qq), segue-se que os %—I; nao dependem dos pp e que os %—IZ nao

dependem dos qq. Donde

d OH

dp
—— [ F(p) dg dp = E [/ - </ F'(p)=- dpr... de> dqi... dgy
dt Jp L q192---qN dq P1p2...-PN op

o1 ([, P05 )|
— — F'(p)= dqi... dqn || dp:1... dpn.
/Plp2-~-pN 0 \Jaigs..an dq
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Cada um dos termos do somatério envolve como factor da funcao integranda um integral da forma

fJ:;o g{i dgy. ou f - 8pk L 1p).. Ora atendendo as hipéteses F(0) = 0 e p(|qq| — 00) = p(|pp| — o0) =
[ = i R ) — T F(o( D=0
—dg, = lim — lim =
e aqk qr = G- o0 P41, -+, 4k, -, 4N, P o~ —r—00 p\ai, -+, 4k, -, dN, P )
e, da mesma maneira, f - apk E dpi = 0. Donde,

d
t/F(p) dq dp = 0.
r

1.7 Seja um sistema descrito por N pares de variaveis ug, vg e cuja evolugao no tempo é dada por
um conjunto de 2N equagoes da forma

. _10R . 10R
U/k—éaivk, ’Uk;——QaUk, (k—l,Q,...,N),

sendo R e @ funcdes de classe C! das varidveis u,v (mas ndo do tempo t). Trata-se de uma
generalizagao da nocao de sistema hamiltoniano, a qual é um caso particular desta com Q = 1.
Mostre que R é um integral do movimento e que

Q(u,v) du dv
Dy

permanece invariante ao longo do movimento (D; é um dominio finito).

Sugestao: Note que tanto () como R nao dependem explitamente do tempo. Comece por ver que
dR/dt = 0 e tenha presente a férmula da mecanica dos meios continuos (4).

Resolugao. Utilizamos de novo (4) na forma

d I
ii )], @ dr= [ V(o az

véalida se f ndo depende explicitamente do tempo (que é o caso que nos interessa, como veremos).
A notagdo designa que, no caso do enunciado, teremos T = (u1, ..., un,v1, ..., 0n) = (u,v), f(¥) =
Q(u,v) e ¥ = z= (%%—?,—%%ﬁ) pelo que vem

d R OR OR . OR OR OR OR
T =2 <auk i+ aﬂ) ) @ Ju or. aukak>

Por outro lado

- I 10R 10R - (OR OR\ 0 OR 0 ORY
V-(fv)—V-(Q (Q&)’_Qau))_v.<8v’_8u>_§kz<8uk8vk (%kauk)_o



donde
d

dt/DtQ(u,v) du dv = 0.
|

1.8 Seja f(Z = (¢, p)) uma funcio definida no espaco das fases I' = (¢,p) e f(P) a média temporal
de f ao longo da trajectéria que parte em ¢ = 0 de um dado ponto P de I':

_ 1 (7

f(P)=1lim = [ j(@=@(Py) d.

T—00 T t=0

(Por @(P,t) designamos portanto uma trajectéria em I' que admite P como condi¢do inicial no
instante ¢ = 0). Admitindo que este limite existe para todos os pontos P de I', mostre que o seu
valor nao depende do ponto (sobre a mesma trajectéria) escolhido para ponto inicial. NB: Admita
que H = H(q,p) = cte., donde a autonomia das equagoes de evolugao.

Resolugao. Seja uma fungao de fase f(Z = (¢,p)) . Temos entao

-
FP) = 1im & [ @ = e d,
T—00 T t=0

onde G(P,t) = (q(P,t),p(P,t)) é a trajectéria (solucao das equagoes de Hamilton) no espago das
fases I' que obedece a condicao inicial (¢(P,t = 0),p(P,t = 0)) = P - ou seja g(P,t =0) = OP .
Ora por hipotese H = cte = E' . Nao dependendo o hamiltoniano do tempo, o sistema de eequagoes
de Hanilton é auténomo (ver MMF), o que significa que tomando sobre (qualquer) trajectéria um
certo ponto P’ do espaco das fases que é alcancado pelo ponto representativo num certo instante
t =/, entdo a trajectéria que dele parte em ¢t = 0 obtem-se de J(P,t) apenas com uma translacao
de t’ unidades na origem do tempo, ou seja,

B(P't) =3P t+1t).

Queremos entdo provar que f(P) = f(P'), com P e P’ relacionados da maneira acima indicada.
Tem-se

_ R B R Y A
f(P) = lim — = AP, 1) di = lim — = G(P.t+1)) dt
~ lim © / T E = a0 di
T—00 T t
= lim 1/T+t/ f(@=¢g(Pt)) dt — lim — ’ f(@=¢@(P,t)) dt,
T—00 T 0 T—00 T 0

e o segundo termo do segundo membro é nulo, uma vez que o integral é finito e independente de 7.
Entao,
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onde o segundo termo do segundo membro é de novo nulo, uma vez que o integral é limitado
uniformemente em 7.

1.9 Considere um oscilador harménico, anisotrépico e tridimensional e escreva as equagoes do
seu movimento em varidveis angulares e de acgao. Mostre que para que a trajectéria do ponto
representativo (PR) sobre a superficie toroidal definida por J; = const., i = 1,2,3 seja fechada é
C.N.S. que os quocientes das frequéncias sejam racionais.

Sugestao: 0; = v;t + ¢;, J; = const;

Resolugao. Utilizamos os resultados apresentados na aula tedrica sobre modos normais, nomea-
damente as férmulas (A37-A52). Temos entao (A37)

N 1 1 N
H(é,n)zzz(A n?+ N K} @) =Y Hul&,m) = const. = h

=1 i=1

que toma agora a forma particular

g =Y (L +5 )

=1

(q,p sao ja coordenadas normais). A transposigao da teoria é portanto imediata, agora com
N = 37 (5777) - (Q7p)7 >"L = my, A’L k7,2 = Ky

e (A43), (A50) e (A51) assumem neste caso as formas seguintes:

N
1 [(dK\®> 1
T o2 — t. = v —
o (dqi> + 2/1, q; = cons a;, com ;a, ,

2mo;

VEi/mi

1 K
— —J;.
27r ; mi

Ji =

Donde as equagoes de Hamilton em varidveis angulares - ; - e de acgao - J; :

. 1 Kj
Gi = — — =V, — 9@ t) = i t 01
2\ m; g (8) = v t+6:0)

Ji=0 = J; = const.
Entrando na demonstracao propriamente dita, temos
91(75) — 91(0) =1 t

Ql(t) — 2(0) =19 t
01(t) — 63(0) = vs t

D> D
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A trajectéria serd fechada sse existe um certo ¢ tal que em (0,¢) o PR tenha executado um ndmero
inteiro de rotagoes completas em cada uma das coordenadas angulares 6;, isto é, sse existem t e
trés inteiros nl,n2,n3 satisfazendo a

91 (t) — 91(0) = 27TTL1
91(75) — 92(0) = 27T77,2
01(t) — 03(0) = 273

0 que implica

Vp Ny

=—, rs=1,23.
VS nS

Vejamos agora o reciproco, isto é, suponhamos que os quocientes das frequéncias sdo racionais,
podendo portanto escrever-se sob a forma vy /v = a/b, v1/v3 = a//b'com certos inteiros a,a’, b, b'.
Tomemos entao o instante t = aa’27 /vy . Nesse instante, os valores varridos pelas varidveis angu-
lares (desde ¢t = 0) vém dados por

91 (t) — 91(0) =1 t= CLCLI27T
91 (t) — 92(0) = 19 t= ba'27r
91 (t) — (93(0) = U3 t= b’a’27r

ou seja, rotacoes inteiras em cada coordenada angular, ged. Partindo de ¢ = 0 a trajectoria fecha-se
portanto ao fim de ¢ = aa’27 /vy unidades de tempo, tendo executado aa’ rotagoes completas em
01, ba’ rotacoes completas em 6o, e b'a’ rotacoes completas em 0.

1.10 Calcule a medida V(F) do volume do espaco das fases para os seguintes sistemas:
a) Oscilador uni-dimensional;
b) Particula relativista com energia E movendo-se num dominio tridimensional finito.

Sugestao: Escolha convenientemente as variaveis de integracao.

Resolucgao.

2 2
_p k q _ |k _ 1
a) Com H = 5 + =5 e fazendo os rescalamentos z = \/;q, Y =1/5-Ds

2
V(E):/ dg dp:/ 20 ) Dda dy =2,/ ZaE = B,
0<H(q,p)<E 0<a?y2<p2 VK k w

onde w = \/% ¢é a pulsacao do oscilador.

b) Temos E = \/c2p? + m2c*. Entao, para esta particula no interior do volume finito V

V(E) _/ dg dp—/ dqidgadgs / 5, Ap1dpadps
0<H(q,p)<E qev o< < B

A7 [ E? — m2ct 8/2 47y
3 2 B

=y— CT(EZ —m2c)3/2,

C
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1.11 Considere um sistema constituido por um grande nimero de osciladores harmonicos unidi-
mensionais, independentes e idénticos. Calcule para este sistema a medida do volume no espaco
das fases V(FE), a entropia e a temperatura.

Sugestao: Escolha convenientemente as varidveis de integracao.

2m

N
V(E) = / dqg dp = / H (2, / mdaci dyl)
0<H(q,p)<E 0L, (a2 +y2)<E? ;4 k
m N m N
— <2 > / dwl...da:NdyldyN = (2 ) V2N(E)7
k) Josyl @2 y?)<e? vk

= N (P} | k& k 1
Resolucao. Com H =} ;" (5= + —5*) e fazendo os rescalamentos x; = \/5¢;, ¥i = \/ 5,-Pi>

onde V,(R) = ¢, R™, com ¢, = #ﬁj—l)’ denota o volume da esfera m-dimensional de raio R.
Finalmente,
V(E) = _r <2w\/R>NEN = Cy EV.
(N +1) k
Donde
S =kplogV(F)= NkplogE + kplog Cy,
e

1 9S  Nkg

7= — E=NksT.

1.12 Seja um sistema hamiltoniano descrito por N pares de coordenadas candnicas q1, p1, g2, P2, ---
qn,pn com N > 1, e uma colectividade constituida por um grande ntimero de sistemas idénticos a
este, com valores das suas energias entre 0 ¢ E. Admitindo que V(E) oc E*N | mostre que a energia
média dessa colectividade tende para E quando IV tende para infinito.

Sugestao: Use o resultado visto na parte tedrica

E>

F(H(g.0) dg dp= | F&)a) da (11)

/E‘ISH(Q»p)SEQ Eq

Obtem-se E = k]]i]]il E.

Resolugao. A colectividade em questao nao é a canénica (j& que nesta os sistemas podem tomar
todos os valores da energia) nem a micro-canénica (onde a energia dos sistemas em questao é a
mesma para todos). Aplicando entdo a férmula (11) com (Eq, E2) = (0,E) e f(H) =H

E
/ H(q,p) dq dp = / z Nz) du. (12)
0<H(gp)<E 0
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Ora o primeiro membro é obviamente igual a £ V(E), onde E é o valor médio da energia da
colectividade e

V(E) = / dq dp < EFV,
0<H(q,p)<E

por hipétese, donde Q(F) = dZEEE) = ¢ kNE*N=1 ¢ uma constante. A equacdo (12) vem entdo

= i kN kN in
V(E)E:/O ckNz x ’1dx:cmE +1

Tomando o primeiro e ultimo membros,

c kN RN _ EN

E= = E
V(E)kN +1 EN +1

expressao que tende para F quando IV tende para infinito. Comentérios: para um sistema com um
numero muito grande de graus de liberdade, a energia tende a estar "toda contida no valor mais
elevado”...(valor médio igual ao valor mais elevado possivel), etc.

1.13 Verifique que no caso da distribuigdo micro-canénica (MC) a expressao —k log Prob d4 o
valor da entropia.

Resolugao. No caso MC a densidade de probabilidade vem dada por
Prob (¢,p) = —— — const
rob (q,p —Q(E)—cons.

Sendo o valor médio de uma grandeza F'(q,p) definido por

_ 1 ax.
F= / F(q,p) =——,
aE) Js, TP en

segue-se entao que

_ 1 1 dx k ax
—k log Prob —/ —klog — = log Q(E / —— =klogQ(FE) = S(F).
) fs, M) j BB ), ()= 5E)

1.14 Considere um recipiente cilindrico orientado na vertical Oz, de altura h e area da base S,
situado no campo gravitico habitual de potencial U = mgz e contendo no seu interior uma mistura
de dois gases ideais em equilibrio a temperatura 7', constituida por N7 e Ny particulas de massas
m1 e mg, respectivamente.

a) Determine a pressao que se exerce sobre a parede do topo do cilindro e a posi¢ao do centro de
massa do gas.
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b) Estude o caso limite correspondente a altura infinita.

Sugestao: Determine a soma de estados

N1+ N- _mlgh N1 _ngh Na
2 SN1+N2 (kT) 1 2 (27Tm1kT)3N1/2(27Tm2kT)3N2/2 (1 — e kT ) (1 — e kT ) .

g mi ma

Obtenha entao a pressao p. Para determinar o valor da ordenada do centro de massa deve ter-se
em consideragao que energia potencial é M gzcas, pelo que a partir da energia calculada através da
soma de estados deve isolar as partes correspondentes as energias potencial e cinética ...

Resolugao. a) Com 77, ﬁ}, 1 =1,..., N1 para as coordenadas em fase das moléculas do gas 1, e 77;-2,
]5?, 1 =1,..., No para as do gés 2, o hamiltoniano esceve-se

N1 502
" 175 | !p
H(T%77"?TN:[?pl??7?’p}\[17r%7?7?’TN2’p17’7?7p%V2)_Z<2m +mg +Z o +mgz )
i=1
com (x,y,z)z € S x [0, h], ﬁf eR3, i=1,..,Njej=1,2 Vem entdo para a soma de estados

=1 5 N1 zNa
Z = /6 derl??’77drN17dp177’77de17dT1’7?77dTN27dp1’7?77de2 Zl ZQ

com
h m;gz _ |17‘2
Z; :/ dzr dy / e~ ET dz/ e *mi*dp 5 =1,2,
(z,y)€S 0 pER3
ou seja,
k;T m]-gh
=8 —— (1—e 7 ) 2mm;kT)®/?), j =1,2.
Z=8 )(2mmKT)

A soma de estados fica entao

N+N 7m1gh Nl 7m29h N2
s SN1+N2 <k‘T) 1 2 (27Tm1kT)SNl/Q(QWWQkT)3N2/2 <1 —e kT ) (1 —e kT ) .

g mi ma

A energia livre vem dada pela expressao

U =—kTlog Z(T,V),

__(9¥
P==\av ),

Sendo a variacao do volume V' devida apenas a variacao da altura h, vem

__ (0% dh _ _1(0%\ _ kT (OlogZ\ _ kT (0Z
P==\on),av="s\on),~ s " on ), zs\on),

O célculo (trivial) d& entao

a partir da qual se calcula a pressao

g Nimy Nomi
p(h) g ( mqygh + maogh )

kT —1 e kT —1
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De notar que para um cilindro de altura h tendendo para infinito se tem p — 0.

b) Para obtermos o valor da ordenada zcps do centro de massa (por razoes de simetria as coor-
denadas x,y sao Gbvias) raciocinamos da seguinte maneira: é possivel obter, a partir da soma de
estados Z, o valor da energia total do sistema. Ora essa energia total terd uma parte devida a
energia cinética, a qual, como sabemos da equiparti¢ao, vem dada por (3/2)(N1 + Na)/(kT). O
remanescente é energia devida a gravidade, i.e., energia potencial, valor que pode ser escrito na
forma M gzcp onde M é a massa total do sistema (conjunto dos dois gases), M = Nymq + Noms.
Comegamos entao por calcular
Olog Z >
v

or

E:kT2<

Ora tendo em conta que

log Z = (N1 + No)log T + Ny log(1 — e~ #7 ) + Ny log(1 — e 1) + S (N1 4 No)log T+ (...),

onde (...) designa o conjunto dos termos independentes de T', vem

mqgh mogh
Ny e W migh No e™ kT magh 3
E = kET(Ny + No) + kT? — — “kET(N; + N
Nimigh Nomogh 3
= KT(Ny + Np) — 292 2200 4 2L (N + No)
e —1 et —1 2

onde o 3° termo do 2° membro é a energia cinética. Segue-se que os restantes termos mais nao
sao que a energia potencial M gzcps, donde a expressao pretendida para a ordenada do centro de
massa:

1 kT Nlmlh Ngmgh
oM = — | — (V1 +DN2) — —; = Tagh .
N1m1+N2m2<g( ) S 1 S
A finalizar, acentue-se que para um cilindro de altura h tendendo para infinito se tem F —
%kT(Nl + No), zom — Z—:g, onde 1 é a massa média por particula.

1.15 Um gé ideal com N particulas idénticas de massa m em equilibrio a temperatura 7T esta
contido no interior de um cilindro vertical fechado no topo por um pistao mével de massa M. Seja
entao o sistema total formado pelas particulas do gas e pelo pistao, sendo este considerado como um
corpo de massa M e possuindo um grau de liberdade préprio (a acrescer aos que estao associados
as particulas do gds). Supomos o pistao solicitado pela for¢a da gravidade, acgdo que desprezamos
no caso das particulas do gés. Determinar a energia livre do sistema total e a equagao de estado
do gés.

Sugestao: Derivar a condi¢ao de normalizagao da probabilidade em ordem ao parametro M (massa
do pistao) para obter a equacdo de estado do sistema.

Resolugao. Os pares de coordenadas canénicas (posi¢ao e impulsao ) aqui intervenientes sdo, para
as N particulas, 7, ..., 7N, P1, ..., DN, € para o pistao (z,p). Estas grandezas tomam os seus valores
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nos intervalos seguintes: p € R, z € (0, +00), pr € N3, (g, yx) €5, 2z € (0,2), k=1,...N (Séa
area do pistao). O hamiltoniano do sistema total (gds + pistao) tem a forma

| 2 2

M =
+ gz+2M

o p
H( TN7p17' 7pNazp Z|n

n=1

donde a soma de estados

1 N |5nl?
_T(Zn 1 m +Mgz+ ) — — — —
Z = / e " ? M dry...dryndpy...dpndzdp
TN 15PN 525D

-----

1512 N oo P2 N ptoo #n=% N Mgz
= </6 2kTm dp) (/ e 2kTM dp) (/ dz dy) / </ dzn> e kT dz
P —00 S 2z=0 2n=0

_ 3N/2 1/2 gN T N g
= (2rmkT) (2rMKT) /=S e R dz.
z=0

O dultimo factor integra-se por partes e calcula-se por recorréncia:

400 N 1 N 400 1 400 N1 N
Iy = / e ¥dz = ——2 e_az] + — Nz e ®dz = —In_1
2z=0 a =0 @ Jz=0 a

Donde, por aplicacao repetida

N N! N!
IN == EIN_I = ... = a/w[(] == W

Vem entao,com a = Mg/kT,

kT )N“

Z = (2rmkT)*N?(2x MET)Y/2SN N < s

N+1
= (2nkT) "5 SN ("Z) m3N/2 N N2, (13)
A energia livre vem dada por ¥ = —kT'log Z(T, V).

Para obtermos a equacao de estado derivamos a condicao de normalizacao da probabilidade

1_/ (qp)dq dp

em ordem ao parametro M (massa do pistao):
V—H(q,p) 1 ov oOH
0= [ (kT (aM aM))dqdp
< 1 ) ( )/e\y%q’p)dq dp - ( ) aH v H(qp)dq dp
1 ¥ —H(g.p)
<H)( ) ( ) ( )

2
1 pre T dg d (14)
KT 2k:TM2 q.9p.
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A expressao de Z (13) permite calcular

ov Olog Z KT 0Z kT Z
o = Mo =T zam -z
O N+1/2
R T

Quanto ao integral sublinhado, vem igual a
U—H(q,p) 1 —H(4.p)
/er T dg dp = Z/p26 v dg dp

e, atendendo a factorizacao de Z em integrais sobre cada uma das varidveis de estado,

_ +oo 2 -1 —+o00 2
/pQQ\I} 1137(“(171» dq dp = l2,7 (/ e_2ka dp) </ pQQ_QIePW dp>
22\ . .

— (2rkT M)~/ \/27?(2kTM)3/2 — kTM,

usando as expressoes conhecidas para os integrais gaussianos.

Voltando a (14), obtemos finalmente, para o valor médio z da ordenada do pistao

Mg 2:kT(N+1/2)+§ — KT(N +1)

(15)

A equagao de estado pode obter-se tendo em conta que Mg = pS, donde, multiplicando por Z,

Mgz=pV,

(16)

onde V = S% é o volume médio (NB: Existem flutuacdes na altura do cilindro - limitada pelo pistdo

com posicao varidvel- mas nao na secgao rectal). De (15) e (16) vem finalmente

pV = (N + 1)kT.

1.16 Seja uma distribui¢ao canénica correspondente a um equilibrio & temperatura 7' e F'(g, p) uma

funcao da fase (g, p). Indique condicoes suficientes para que se tenha

OH OF OH OF
s E TE T Y

Sugestao: As condicbes que se procuram Sao

PR T PR
[6_ kT F] = |:€_kT F:| = 0
min min
q’n, p”’L
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Resolugao. Consideremos o caso das varidveis ¢ (os calculos para as varidveis p sdo andlogos).

FaH . 1/ F&H —H(q,p)

940 Z 94,

1 OH -H(ap)
== </ F—e kT dqn> dqi...dgn—1dgn+1...dgndp...dpN
QLyees@n—1An+15e AN P1s- PN dq

zZ qn n
. _i qZLan
Mas, se tivermos [e kT F} - =0,
ql{nn
_ 1’ gmaer _ )
/ pOH -Ban dg,, = —kT( e ”)} - _/ OF -Hgn dqn>
qn 8qn ™" dn 6QTL
OF —H(ap)
kT | e " dg,
an Otn
e vem
oF *H(q p)
Faf = ( 0 dqn> dqy...dgn—1dqn+1...dgndp: ...dpN
In o@n—15qn+15qN P1sPN \Y qn

dq dp = kKT —.
q ap dan

=,
Z q7
T/ H(qp) oF
zZ q,p
[

1.17 Determine o valor médio da energia de uma particula unidimensional em equilibrio com um
termostato & temperatura T e movendo-se sob a ac¢do de um potencial da forma U(q) = C ¢*",
com n inteiro e C' > 0 constante.

Sugestao: Note que U = ﬁq% e use os resultados do exercicio anterior. Obtém-se £ = %kT( 1—1—%)

Resolugao. Trata-se de uma aplicacao do exercicio 1.16. Sendo o hamiltoniano da forma
2

H(q,p) = §7m+0q2" =T(p) +U(q)

segue-se que E =T + U = kT/2+ U com

-1 ) 1 i (2 vog
U=— Ue k(igpdqdp—/ Cq*"e kT(zm ! )dqdp
2 Jap 2

,L L
/ Cg*ewr(C7") 4q / ¢ o

\/277ka/0an — L (Cg?) dq

Ora o ultimo integral nao é facil de calcular pelo que é preferivel proceder de modo diferente. Com
efeito, usando a sugestao, o potencial U pode escrever-se na forma U = ﬁq%v de modo que

p_ L1401 OH kTdg KT
on? dg ~ ot d¢  2ndg  2n’
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max

q
onde se usou o resultado do problema 1.16 com F'(q,p) = q. A condigao suficiente [67% F} =

min
qn

0 é verificada meste caso uma vez que

Para a energia total vem

1.18 Considere um gas constituido por N > 1 particulas idénticas contidas num recipiente de
volume V' em equilibrio a temperatura 7. Sendo a interaccao entre quaisquer duas dessas particulas
(i e j) traduzida por meio de um potencial da forma ¢;; = ¢(|7; — 7|), o hamiltoniano do gés vem

dado por
p?
— ? ..
H(T‘,p)— E 2m+.. § ' ¢Z]'
=1 1,7:1<i<j<N

a) Mostre que a fungao de particao deste gés se pode escrever sob a forma Z = ZyZ;,, em que Zy
é a funcao de particao do gds ideal e

1 1 S
thE W/ .../exp _ﬁ Z ¢ij dT’l...dTN.

i,j:1<i<j<N

b) Definindo f = exp (—,;%) — 1 e supondo que se tem ,;iT < 1 (discuta as duas hipdteses fisicas

traduzidas por esta; desigualdade!), prove que

N(N —1) [t

Zint =1+ Y 0 (r) 4nridr=1+C
e que a equacao de estado tem a forma pV = kT (N — OLH)

Resolucao. a) Temos portanto para a interacgao de quaisquer particulas ,j a expressao ¢;; =
o(|7i — 7]), onde ¢ é a mesma para quaisquer particulas. O hamiltoniano permite entao escrever

_H LS b g g s P
Z = e kT df dp = e R i P dr . dry e kT i 2m dpy ...dpN | .
7P Ty PN P1yesPN

Multiplicando e dividindo por V¥ = Jr 7y @1 diy vem

o

1 g
Z = 2, VN/~ e—ﬁ 25 % dry ...din = 29 Zing,

TlyesTN
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com Zy a fungao de particao do gas ideal,

15;12
Zy = VN/ e * Li 2w dpy .dpy = VN (2emkT)PN/, (17)
P1y-PN

b) Facamos entao, seguindo o enunciado,

#
e &

<!

(7 =751 . -

=T = 1 (17 - 7))

<]

Como % < 1, temos f < 1. Como potencial que é, ¢ s6 toma valores significativos para pequenos
valores do seu argumento e dominui muito depressa quando este aumenta. Ou seja, (|75 — 75])
sé toma valores significativos na regiao em que duas particulas estao proximas. Estamos entao a
supor que o gés é rarefeito e/ou que nao se formam agregados de moléculas.

Introduzindo a expressao acima na férmula de Z;,; e atendendo a que f < 1, vem

1 _LN e . 1 I N .
Zint = VN/ e TR L0 P 4 L diy = VN/ H (1 + f(|ri = 75])) dry ...dry
710N 710N 1<i<j<N
1 L
N L+ > f(m =) dfy ...diy
Ty TN 1<i<j<N

1
7N + Z / |) d’l"l . d’FN

1<i<j<N VTl

:1—|—V1 Z f(7 = 750) dr drj H /rndr”

1<i<j<N i 1<n<N,n#i,j
1 Lo e e
:1—{—W E - f(|ri—rj\) dr; d?“j.
1<i<j<N Y TiTj

— - =

Introduzindo a mudanga de variaveis (7, 7;) — (5; = 75, 5; = 7 — j), segue-se que

Zimt = 1 —|— Z 7j|) dri di; =1 —|— Z f(155]) ds; ds;
1<z<]<N 7”11“] 1<z<]<N 85}
1 . ~ 1 +oco )
:1+V A (550 dsj:1+v Z ; f(r)dmr=dr
Jj 1<i<j<N

NB:Nao héa contradicao ao fazermos, por um lado, fF =V, finito, e, por outro, integrar em todo
o intervalo (0,4+00) a fungao f(r) ji que esta, pela sua natureza fisica (ver hipéteses) tende para
zero com os grandes valores dos seus argumentos.

Como se vé, o termo geral do somatério nao depende dos indices de soma. Havendo ao todo
N(N —1)/2 termos no somatério, vem

_ +00

B
v ; f(r)47rr2dr =14+C(V)=1+ v (18)
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Quanto a equacao de estado, partimos da férmula p = — (%)T com V¥ =—kTlog Z, Z = 202

e usamos as expressoes (17) e (18) obtidas para Zy, Z;,¢. Vem entao

Z2=Z20Zim=AVY <1+€>,

onde A e B nao dependen de V. Donde

o d B d B
= (ZZ) =kT—log(AVN([1+2)) =kT—1 Ni1+=
P (aV>T g dvog( v <+V>> g dv0g<v <+V>>

(N =F kT C(V)
—kT<v+1f5> - v (V- rvem)

1.19 Considere um gas de particulas relativistas em que a particula i tem impulsao e energia iguais

a =
. mu;
Dy = 7Zﬂ2, E; = y/c?p? + m2ct
A1 = Y%
c2

em equilibrio a temperatura 7. Mostre que se tem

mE__ Lir,

1
2 /@ 2
T2

Sugestao: Utilize os resultados referentes a equipartigao.

Resolugao. Consideramos o caso l-dim (para 3-dim a generalizacdo é imediata) com a particula i
identificada apenas por um par de varidveis canénicas r;, p;. Supondo que existem N particulas, o
hamiltoniano tem a forma

Hy(pi),

H(TI,TQ, TN, DP1,D2, 7pN) == H(p17p27 7PN) - Z \/ CQPZZ + m204 =

)

N
=1 1

N
=1

pois que as equagoes (de Hamilton) dele decorrentes sao efectivamente as equagoes do movimento:
(segue verificagao)

. oOH
pi = — =0 = p; = const
677
OH 1 2¢%p; 9 ctp? m v

. g 22 24
dp; 2 /c2p?+m2c4 c*p; +mc _Zz

’UZ‘:T"Z‘:
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Donde a expressao conhecida para a energia (relativista) do gas:
N N
2,2
m2v:
H:E \/ 202+ m2ct = E ct——"5 +mct
; , c? — v
i=1 i=1 ¢

N N
5 [ m2c? m c?
- ZC 2 2 Z 2
2 — v ,
i=1 i =14/1- %

C

Comegamos por notar que, atendendo a expressao do hamiltoniano, se tem

_ H(7,p) 1Pi=+00
pi € kT ]
pi=—00

=0

pelo que estamos nas condigoes de aplicabilidade do teorema de equiparticioo Segue-se que

OH
— = kT.
2 Op;
Ora ja calculamos acima a expressao de gTZ? donde
oH *p; o m2v? 1
piy =Di =c 2 >
pi \/2p? + m2ct -2 |2 m%é + m2ct
o m2vi2 1 _m vf
- 2 24 2
- \/ 1-%
&
Temos portanto
OH m v?
kT = Dim— = .
Op; 1_%

1.20 Considere um gas constituido por N particulas independentes contidas num recipiente de
volume V. Admitindo que para essas particulas é valida a chamada aproximacao ultra-relativista
que consiste em tomar F = p ¢ (correspondendo a velocidades préximas das da luz), deduza a
termodinamica do gés (gas de fotdes).

Sugestao: Z = VN (8r)N(EL)3N

C

Resolugao. A particula i estd identificada por trés pares de coordenadas conjugadas (posigao e
momento)(7;, p;), e o hamiltoniano do gas (ver exercicio 1.19) tem a forma

N
H(Fh "'7FN7ﬁ17 7ﬁN) = H(ﬁl? 7ﬁN) == Zc |13;’
i=1

28



A funcao de particdo vem entao

H(f1,...) in) -
z = e~ W ARy L dFy dpy..dpy = VY / e~7r Licic Pl g dpy
71y TN P15, PN P1y--PN
N clp] N N N[ g e
=V /e_kT dp )| =V"(4m) / p e kT dp
2 0
Calculando este integral por partes, obtemos
oo c KT 5 _ep| v kT [T c
/ pze_%dp = —er_kﬂ + — 2p e_%dp
0 ¢ 0 ¢ Jo
kT oo [ . KT\ ®
() (e [ o()
C 0 0 C
Donde T
Z=VN@Em)N(—)*N
c

Decorre daqui para a energia livre do gés
kT
U =—kTlogZ=—kT | NlogV + Nlog8m + 3N log —
c
Quanto & equagao de estado obtém-se a partir de
ov N
=—| =) =—-kI'—= = pV =NkT
b <av> . Vv P

E a energia total do gas vem dada por

8logZ>
1%

k
= kT*3N 1% = 3NkT

E = kT?
(5 &

NB:A aproximagao ultra-relativista refere-se a particulas animadas de velocidade muito préxima
da luz (fotoes, etc) Ora vimos acima (exercicio 1.19) que

m v m c
p= . E=+/p? +m2ct =

Entao para v = ¢, p =~ F/ec.

|
1.21 Considere o calculo apresentado na aula tedrica sobre a aplicacao da equiparticao aos modos
normais de um campo electromagnético num recinto paralelepipédico (lei de Rayleigh-Jeans). Faca

um calculo andlogo para o campo unidimensional associado a uma corda vibrante com extremos
fixos a distancia finita.
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Resolugao.

Pu 1 0% [T
@—?W:O, z€[0,L], w(x=0,t)=u(lx=Lt)=0, c= "

DIICEIECEDS (~CE P = i (0) s "7 =0

n

= Gn(t) + (%)2 =0, n=1,.. (19)

Temos portanto uma infinidade discreta de osciladores (modos normais) de pulsagao wy, = "“7<.

L 2 L
1 ou 1 ou nme kme nwx kmx
FE= T — dr = -T in — —d
/0 (2 <8x> 3 <8t> ) T Z T T M e
1 . . nrr . knx 1 nmce 1 L
+ kZ: QanQk/o sin I sin de = Zn: §T (7) *qn + Z 5Py %21
n

_ 0E L.
Como p, = gT = p5Gn, vem

1 2L
H(g.P) = Z( By () 54)
OH 2 . 0H T (mr)Q L 1
vy _ 2 - _ " — _ — ) = n=1,...
O prn Pn Opm I an;s )

(jn = 9
forma equivalente das equagoes do movimento (19).

O nuamero de osciladores com pulsacdo compreendida entre w e w + dw vem dado por

nmc dn L
Wp = — = — =

L dw mc
Associando a cada um deles uma energia média igual a kT, vem para a energia contida nos oscila-
dores com pulsacao compreendida entre w e w + dw

L
E(w) = kT—dw = const. dw
e

NB: Também aqui encontramos a divergéncia do integral da energia total! (catdstrofe ”de ultravi-
oleta”na corda vibrante...)

1.22 a) Sendo Q4 (E1), Q2(E2) as fungdes de estrutura das duas componentes de um dado sistema
com funcao de estrutura Q(F), prove que se tem

+oo
Q(E) = /0 (y) (B - y) dy.

b) Considerando um sistema energética e materialmente isolado (energia E e nimero de particulas
N constantes) constituido por dois subsistemas que podem trocar entre si energia e matéria
(particulas), relacione Q(E, N) com Q;(E1, Ni) e Qa(FE2, N2), sendo E e Ni, k = 1,2 a energia e
o numero de particulas de cada subsistema.
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Resolugao. a) Trata-se de um raciocinio muito semelhante ao utilizado no paragrafo 1.19 do
curso (Distribuicao de probabilidade para uma componente de um sistema microcanénico).

V(E) = / dq dp = / (/ dq"” dp") dq' dp’
0<H(g,p)<E (¢',p"):0<H'(¢',p")<E \J(¢".p"):0<H"(q¢".p")<E-H'(¢,p")

V'"(E—H'(¢,p"))dq" dp’

/(q’,p’)ZOSH’(q’,p’)SE

Esta tltima expressao s6 depende de (¢'p’) através de H'. Podemos entao utilisar a férmula 1.54
do pardgrafo 1.10 do curso (Fungao de esrtutura)

E>
/ FEHY AV = [ () Q) de
Ve, —VE, £y

pelo que vem entao
E
V(E) = / V'"(E - 2)0/(z) dx.
0

Derivando em ordem a E os dois membros da igualdade obtemos

av F F

O = (B) = V' (0)(B) + / (B — ) (z) do / (B - )0 (2) da,
0 0

que é a expressao pretendida. NB: A integragdo pode ser extendida até infinito (para efeitos

de” convolugao”...) mas a contribui¢do do integrando ¢é nula, etc.

b) Talvez seja 1til apresentar a generalizacao de V(E) e Q(FE) ao caso gran-canénico: (a dependéncia
do numero de particulas esta sublinhadal)

0
V(E,N) == / dqi...dpy, QE,N)= 8—EV(E,E)
0<H(q,p,N)<E

Temos também, naturalmente,
H(q,p,N)=H(q,p',N')+ H(¢",p",N") = H(¢,p/,N') + H(q",p", N = N'),
(pois que N’ + N” = N). O raciocinio segue o da alinea anterior e vem

N
V(E)=)" / ( / dq” dp”) dq’ dp/
:0 (q/7p/):O§H/(q/7p/7s)§E (q”,p”)ZOSHII(qll7PII,N—S)SE—HI(ql7p/,S)

s
N

V"(E—H'(¢,p',s), N —s) dq’ dp'

s=0 ~/(q/,p’):0<H/(q’,p’,s)<E
N E

= Z/ V'(E —x,N —3)Q (z,s) dz.
s=0"0

Derivando em ordem a E o primeiro e ultimo membros, obtemos

9 a g
Q(E,N) = 8—EV(E,N) = Z <V”(0,N —s5)QV(E,s) —i—/o Q"(E—z,N —s)Q (x,5) dx)
5=0
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donde
N E
Q(E,N) = Z/ VNE —x,N —8)Q(x,s) dz.
s=0 0

NB:Também aqui o limite da regiao de integragdo se pode por igual a infinito etc

1.23 Considere a demonstracao segundo a qual a maximizacao de

Ql(El) Q//(El/ — E _ E/)

Q(E) dE'

Prob (H' = E',dE") =

é equivalente, sob certas condigoes, a igualdade de temperaturas de dois corpos macroscopicos em
contacto térmico, estando isolado o conjunto desse dois corpos. Generalise essa demonstragao para
o caso em que os dois corpos podem trocar particulas entre si, sendo constante o niimero total das
particulas.

Resolugao. Utilizando o rafciocinio de b) do exercicio 1.22, é imediato transpor o resultado
apresentado na aula tedrica e concluir que, nestas condiges [dois corpos em interaccao trocando
particulas e energia, estando o conjunto dos dois energetica e materialmente isolado: energia total
constante E, nimero total de particulas constante N | se tem

QI(E/,N/) Q”(E” — E _ E/,N” — N_N/)

dE'.
Q(E,N)

Prob (H' = E',dE',N') =

Retomemos a partir daqui (generalizando-a de modo a ter em conta o nimero de particulas) a
demonstragao conhecida: Procuramos entao os valores de E' e N’ (considerando este como varidvel
continua...) que estacionarizam Prob :

JProb
— 20
OF' (20)
JProb
— 21
ON' (21)
Atendendo a que %g,' = %]X,/,l = —1, vem
39’(E’ N/) aQH(EN N//)
9 Q// E/I N// _ Q/ El N/ 9 — 22
—ap~ YELN) - QEN) g =0 (22)
Q/ El NI Q// E// N//
8 (8N7, ) Q”(E”, N//) _ Q,(El, N/) a (8N/7/ ) — 0 (23)

Dividindo ambos os membros por ' (E', N')Q"(E", N")

32



0

EYol log Q' (E',N") = 557 log Q" (E", N") (24)
ON' log QI(E’, N/) — a]a\f” log Q”(E'", N") (25)
e como S = klog ()
9 S/ El N/ _ 0 S// E// N// %
o LN = o0 S ) (26)
8]8V, (E/, ) — 8]a\r” S//(E//, N//) (27)
oS 1 0S8
Ou sej,a pelas definigoes g5 = 7, 57 = %
1 1
T (28)
M/ MII
= (29)
sto é, igualdade das temperaturas e dos potenciais quimicos.
[ |

1.24 Deduza para a distribuicao gran-canénica o resultado correspondente aos dois lemas de Gibbs
deduzidos para a distribuicao canénica.

Resolugao. A distribuigao gran-canénica tem a forma

(MNH(%P)>

1
P N)= 2z} —
(Q7p7 ) exp k;T

GC N!

1 N —H(q,p
260 = Z/ v NP <#k:T()> dqi, ..., dpN-
N

q,Ps

com

O valor médio de uma grandeza G(q,p, N) vem entao dado por

v Jry 3G(@.p, N)exp ("N’ki’;(m)dql, oy dpy

RS R (2751 PN
Calculemos entao
0G _ Zao Xy oy SN T 4 df - GZo0 Dy Jr,, o Tfle T dg dp
o e
- kT2GN+ kipoGiH WGH+ k‘jﬂQGN
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E como se tem

GH-GA=(G-O)(H-H) GN-GN=({G-O){N-N)

segue-se que

oG 1 = = % = Y
o = W( —G)(H—H)—W(G—G)(N—N).

Quanto a derivada em ordem a um parametro a interveniente na expressao do hamiltoniano
H(q,p,N,a), vem dada por

_ N-H _ N-H
oG ZecXnwilry (Ga — @ 5) e W didi—GZae Yy w Jry (~Er5a) e F dq dp
Oa Zéc

@ 1 OH N 1 _0H

da kT Oa kT ~ Oa

:@_L(G_@) (‘9H_8H>

Ooa kT

E finalmente, derivando em ordem ao potencial quimico u,

_ WN-—H __ | — puN-—H __ |
oG  Zac ZNﬁer %e R dq dp — GZace ZN%IFN %e R dq dp

il 22
1 — 1 - -
= ﬁGN — k—TGN
1 _ _
= (G- -N).

1.25 Seja uma particula com momento dipolar ' (isto é, em presenca de um campo eléctrico E,
a energia de interaccao entre uma particula e o campo vem dada por —p'- E_f), sendo p de médulo
constante e orientacao qualquer. Determine a polarizacao de um gés constituido por N > 1 destas
particulas, em equilibrio a temperatura 7' e em presenca de um campo eléctrico constante E.

Resolugao. Para simplificar, adoptamos a direcgao do vector constante E como eixo OZ. Por
defini¢ao, a polarizagao é a componente segundo a direc¢gao do campo E do vector polarizagao total,

ou seja, é
U - Zﬁn = Zﬁn Uy = chos@n = pNcos®,
n n n

onde a soma é sobre todas as particulas e 6,, é a colatitude das coordenadas esféricas associadas a
orientacao de pi,.

Procuremos a forma da distribuicao estatistica que permitira calcular o valor médio de 8,,. Como
a energia (eléctrica) devida & interac¢ao do campo com uma dada particula é dada por

H.=—p-E = —p Ecosf = H.(0),
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segue-se que uma particula em equilibrio & temperatura 7" (distribuigao candnica) terd a probabi-
lidade
He
e &7 dH,

fHe e_%dHe

de ter o valor da sua energia eléctrica compreendido entre H, e H, + dH.. Donde o valor médio
(para uma particula) desta energia:

H, = —pFEcosf = —pE cos b,

com
cosH_—iF— 1 fH Hc e” deH _ 1 fe —pEcosf) e e (pEsme)dQ
pE PE fH e deHe pE f epEkC;S (pE sin 0)df
f@ sin 6 cos 0 epEkc;bgdH
pE cos @ N (30)

fesmee *T df

Os integrais calculam-se imediatamente:

/ sin @ epEkC;SedG = k—T (310}27:;36]7r = k—T sinh@.
0€[0,n] E

O=m r=—1 1
. pE cos § pEx kT pEx]tl KT pEx
/ sinfcosf e kT d9:—/ T e kT dx:—Ea:ekT} - — e kT dx
0 x

=0 =+1 P -1 pE J 4

kT y PE pE (KT L pE

—F °08 —.

kT \pE) RT

Introduzindo em (30), vem
2
kT pE
—_ pE cosh (p—E> sinh £ \ PE pE kT
cosf = = co

l;g sinh % kT pE

Donde a expressao pretendida para a polarizacao,

- E  NET
pNcos :choch—T -5

1.26 A deducao anterior transpoe-se imediatamente para o caso de um gas em equilibrio a tempe-
ratura 7', formado por N > 1 particulas idénticas, todas com momento magnético ji (de médulo
constante e orientagdo qualquer). Sob a acgdo de um campo magnético constante é, a energia
(magnética) da cada particula vem dada por H,, = —ji - B. Determine a magnetizacao do gas e a
susceptibilidade magnética. Mostre que para altas temperaturas se obtém a lei de Curie, M oc 7!
e determine a constante de proporcionalidade.
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Resolugao. A magnetizacao do gés é (o simétrico) do quociente da energia magnética total do gas
pelo médulo do campo magnético aplicado, ou seja (e designando por H,, o valor médio da enegia
magnética de uma particula do gas)

NH _
= _T’” ou NH,,=—-MB

(comparar com H,, = —[i - é) Quanto a susceptibilidade magnética (por particula - para o gas
total, deve multiplicar-se por N) , a sua defini¢ao é
_10M 1 8 ( NHy
X=NoB ~ NoB B

Tudo se reduz portanto ao calculo do valor médio da energia magnética de uma particula, cujo
valor depende da orientacao do seu momento magnético :

Hy,, == —ji- B=—u Bcosf = Hp,(6).

Tal como no exercicio 1.25, 6 é a colatitude das coordenadas esféricas associadas a orientagao de

—

i

Daqui decorre a probabilidade para que, no equilibrio & temperatura T (distribuigdo candnica),
uma particula tenha o valor da sua energia magnética compreendido entre H,, e H,, + dH,,:

_Hm wB .
e~ ® dH,, erT Cose}g/B’ sinf d

POb(Hma de) = Hpm - wB
Jy, € dHy, [, e uB sing do

Pob’(6, df).

Donde, para o valor médio da energia magnética de uma particula:

a o 9 o (—uB cosG)ekT 0sbsin g dh
" feekT cost gin 6 de
o= WeZéCOSQCOSHSiDH do

—pBE=0
f e kT COS051n9 do

Como se verifica, pela comparacio com o exercicio 1.25, equacao (30), a expressao de H,, obtém-se
da de H, com a substituicao de p, ¥ por u, B:

uB
H,, = —uB coth 22 + kT

kT
Em consequéncia,
NH,, pB  NET
M = ———— = uN coth —
B MNET T B

Zia—M 0 coth'uB M ——M—chchQMB—i—kT
=NoB oB\MOMuT T B )T kT kT T B2

Em particular, para altas temperaturas, tem-se % < 1, e como

T

1
th N——i—
cothx 3
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para z < 1, vem

kKT uB NET  p?’NB1
M~ uN (2 - - -
. (uBJFSkT) B 3k T

NB:

T —x 2 2 2
Cothxzex—i_e_xz +x3:<1 >
et —e 2z + 2%

_|_
+CL’
1 x2 22 1 T
~—|l1+—)(1-—)~—-(14+ —
(0+3) (-5) =2 (+3)
[ |

1.27 Considere uma situacao idéntica a do problema anterior, mas supondo agora a discretizacao
dos niveis de energia magnética, ou seja, cada particula possui um momento magnético intrinseco
i de tal modo que sob a acgdo de um campo magnético constante B cada dipolo [ s6 pode
estar orientado paralela ou antiparalelalmente a B. Determine a magnetizacao e susceptibilidade
magnética e compare com os resultados do problema anterior.

Resolugao. Tal como nos exercicios anteriores também aqui se toma B segundo OZ. Devido a
discretizacao referida no enunciado, 6 s6 pode tomar agora os valores 0, 7, correspondendo aos dois
valores da energia +uB, onde i designa o magnetao de Bohr. Temos entao para a soma de estados

B B
o +L _ kD
Z=e" kT 4+ e T,

donde a energia média de uma particula

uB pB

+ — 2=
_ B _ uB uB e kT — e kT uB
Hm =2 1 (/LB (& ZT — /JB €+kT> = (_MB)ﬂ = —MBtanhﬁ
e kT 4+ e kT
A magnetizacao do gds vem assim dada por
NH, N B
M = —?m =—— E(—MB) tanh = ,uNtanhZ—T
e a susceptiblidade magnética do gas
oM 0 uB Npu? 5 uB
=— = — | tanh =— | = ——sech” —
oB aB < o k:T) kT O kT

Sao estas duas férmulas que se devem comparar com as férmulas coorespondentes do exercicio
anterior 1.26, traduzindo as alteragoes introduzidas pela discretizagao dos valores da energia.

No caso das altas temperaturas, vem

rB
kT

pB  p?NB 1
KT kT

M = pN tanh ~ uN

resultado que difere (factor 3 no denominador) do encontrado acima para a lei de Curie.
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NB:

tanhzx =

—x T~
—e T+

et +e 1422
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Fisica Estatistica Quantica - Enunciados

2.1 Determine o niimero de estados quanticos possiveis para uma particula livre de massa m, contida
no interior de um cubo de aresta unitéria e com energia compreendida entre 0 e £. Compare o
resultado com a correspondente expressao do volume das fases em Mecéanica Classica.

2.2 Considere um sistema de N osciladores quénticos de energia total E. Deduza a féormula de
Planck para a energia média por oscilador através dos dois processos seguintes :

a) Partindo do espago p do sistema e da sua divisdo em células finitas (processo que se justifica
para o oscilador quantico ji que a cada estado corresponde uma célula de drea h no espago p ) e
usando o método da distribuicao mais provavel.

b) Partindo do cdlculo do nimero de microestados compativeis com os constrangimentos e da
hipdétese da sua equiprobabilidade.

2.3 Considere a deducao da distribuicao de Bose-Einstein e Fermi-Dirac a partir da colectividade
candnica e da determinacao da distribuicao mais provavel. Prove que, tal como em Mecénica
Estatistica Cléssica, se chega aos mesmos resultados partindo da colectividade microcanoénica.

2.4 A curva correspondente a lei de Planck para a radiacdo do corpo negro tem um méximo para
uma certa frequéncia vy;. Determine a dependéncia de vy, na temperatura.

2.5 Determine o calor especifico a baixas temperaturas de um soélido traduzido pelo modelo fisico
seguinte devido a Debye:

a) O conjunto de N atomos constituindo o sélido é considerado, para efeitos do cédlculo da sua
energia, como um conjunto de 3N osciladores/modos normais cujas frequéncias se distribuem ao
longo de um intervalo superiormente limitado w € (0,war).

b) O numero de modos por unidade de frequéncia é igual ao valor dN(w)/dw correspondente a
um meio continuo onde as ondas associadas a vibragoes longitudinais e transversais (estas even-
tualmente com polarizagao) se propagam com uma certa velocidade v (Esta aproximagao sé é na-
turalmente valida no dominio das baixas frequéncias, ou seja, dos comprimentos de onda grandes
comparados com as distancias interatémicas).

Mostre que para um soélido uni- ou bi-dimensional o calor especifico a baixas temperaturas seria
proporcional a T e T2, respectivamente.

2.6 Considerando um sistema em equilibrio & temperatura 7', relacione o seu calor especifico C,, om

. . (o . — =2 (1 o
o desvio médio quadrético da sua energia, 02 = E2 — E~. Mostre que para um sélido em equilibrio
a temperatura T e cujo calor especifico obedece & lei de Debye se tem o2 o T°.
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2.7 Considere a matriz densidade p correspondente a um conjunto de sistemas quanticos. Mostre
que

a) O valor médio de uma grandeza fisica a que esta associado o operador F' é dado por Tr(pF).

b) A evolugao no tempo da matriz densidade é regida pela equagao

ap

— H. pl.
9 h[ P

2.8 Utilizando a distribuicao GC, prove as seguintes férmulas para as flutuagées dos ntiimeros de
ocupagao:

OikTik classico
(n — ﬁz)(n — ﬁk) = 5lmk(1 -+ ﬁk) BE
(Sik’ﬁk(l — T_Lk) FD.

2.9 Utilizando a distribuicao GC, determine a forma aproximada da equacao de estado de um gas
perfeito quantico (BE ou FD).

2.10 Considerando a distribuigdo GC para um conjunto de particulas em que sao fixados o nimero
médio total de particulas N e energia média total £ , prove que a distribuicao dos numeros de
ocupagao que maximiza o valor da entropia

Scléssico =k Zﬁs log ns + k Z Ng
Spe=—k Y _nslogns+k > (1+n,)log(l+ny)
Spp = _kZﬁs logns — k:Z(l —ng) log(1l — ng)

¢é dado pelas distribuigoes
Br—€s

e kT classico
— Tes—n BE
Ns = ewr —1
1
e *T +1

respectivamente.
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Fisica Estatistica Quantica - Resolucoes

2.1 Determine o nimero de estados quanticos possiveis para uma particula livre de massa m, contida
no interior de um cubo de aresta unitaria e com energia compreendida entre 0 e E. Compare o
resultado com a correspondente expressao do volume das fases em Mecanica Classica.

Resolugao. Comecemos por determinar o nimero de estados cuja energia vem igual a E. A
equagao de Schrodinger estacionéria deste sistema (problema elementar tratado no curso de Mecanica
Quéntica) escreve-se

2
—:—mv2¢(m,y,z) =K ¢($,y,z)

com as condigoes aos limites ¢(0,y,z) = ¥(L,y,z) = 0, ¥(x,0,2) = ¥(z,L,z) = 0, ¢(z,y,0) =
Y(x,y,L) = 0. Fazendo como habitualmente separacao de varidveis ¢ (z,y,z) = X(2)Y (y)Z(z

obtem-se
R X" (x)

2m X(x)
2 "
ﬁ2 Z//( )_
2m Z(2)

p

= L1

3

com F1+FEo+FE3=E. A primeira das equgoes (31), com as condi(;()es fronteira X (0) = X (L) =0

2
=3 72 N3 Analogamente

tem como solugdo genérica c¢; sin L
Y(y) = cosin ™ e Z(z) =
de

. MITT . NomY . N3z
Unyngns (T, Y, 2) = cte.sin 7 sin == sin —

com valores admissiveis para os inteiros ni,n n3 e para a energia I dados por

2

SmL2 (n% +n§ +n§)

FE = En1n2n3 = El(m) + Ez(ng) + Eg(ng)

Dado entao um certo valor F para a energia, os estados com energia igual ou inferior a F sao todos
aqueles caracterizados por valores inteiros dos indices n1,n n3 tais que

h? 8mL>
8mL2<n1+n2+n5)<E :>n1+n2+ 3<E h2

Tomando entdo um sistema de coordenadas ortogonais mj,n n3 (ndmeros inteiros) cada ponto
desta malha esta em correspondéncia com um estado quéantico. Como os ni,ns, n3 tomam apenas
valores inteiros e positivos (pois apenas valores positivos dos interos n; corresponderao a solugoes
independentes), vem que o nimero de estados procurados é igual a um oitavo (1° octante do

espago ni,n n3) do volume da esfera de raio \ E5S SmL dividido pelo elemento de volume da malha

(unitérial) :
3
14 2 4
N(E) = 7r< E&”) _ Y amE)?

83 h?
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Recorde-se que o volume correspondente do espago das fases, tal como se considera em teoria
classica, é dado por

4
V(E) :/ dq dp = L3/ dp=V dp = V-m(V2mE)>?
0<H(@H<E 0< 12/ (2m)<E 0<p2+p2+p2<2mE 3

O caso quantico é portanto dado pela mesma expressao, apenas dividida pela medida da célula
elementar, h3 tal como acima deixdmos dito.

2.2 Considere um sistema de N osciladores quanticos de energia total . Deduza a férmula de
Planck para a energia média por oscilador através dos dois processos seguintes :

a) Partindo do espago p do sistema e da sua divisao em células finitas (processo que se justifica
para o oscilador quantico ja que a cada estado corresponde uma célula de drea h no espago p ) e
usando o método da distribuicao mais provavel.

b) Partindo do célculo do nimero de microestados compativeis com os constrangimentos e da
hipétese da sua equiprobabilidade.

Resolugao. Este problema encontra-se resolvido no curso tedrico (cf pardgrafo 1.36 ”Oscilador
harménico quantico”, equagao (1.410) e seguintes).

2.3 Considere a deducao da distribuicao de Bose-Einstein e Fermi-Dirac a partir da colectividade
candnica e da determinacao da distribuicao mais provavel. Prove que, tal como em Mecanica
Estatistica Classica, se chega aos mesmos resultados partindo da colectividade microcanonica.

Resolugao. No caso microcanénico temos :

- o nimero total de particulas constante e igual a IV, ou seja, os n; (nimero de ocupagao no nivel
de energia €; ) tém de obedecer a

Li(ni,ng,...) = an = N = const.
J

- a energia total rigorosamente fixada:

Ir(ni,ng,...) = anej = F = const.
J

Supomos que todas as configuragoes sao igualmente provaveis, pelo que temos de procurar o con-
junto n1,ng, ... de nimeros de ocupagao que corresponde a (ou seja, que é realizado por) um maior
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nimero de configuracoes. (NB:em tudo o que segue ¢; designa o ntiimero de estados dentro do nivel
de energia €; ). Separamos os dois casos :

a) Bose-Einstein.

Nao existe aqui limitacao para o ntimero de particulas ocupando cada estado. Por outro lado, se

um dado nivel de energia €; tem c; estados possiveis, entao o nimero de maneiras como as n;
(nj+c;—1)!
nj!(ijl)! :
de maneiras de distribuir M bolas por N caixas (eventualmente com repetigao) é dado em andlise
combinatéria por

particulas se podem distribuir por esses c¢; estados € igual a NB: Lembrar que o nimero

(M+ N -1)!

MI(N —1)!
Considerando todos os niveis de energia, vem entao para o nimero de configuragdes correspondente
a uma colecgao de valores para os n; :

W(N, M) =

H (nj +¢; —1)! ~ H (nj +¢;)!

nj!(cj — 1)' nj! Cj!

Sendo entao os ¢; fixos, caracteristicos da estrutura do sistema quantico, procuremos os valores de
;j que tornam maximo (o logaritmo d)esta expressao sob as duas condigdes acima enunciadas:

log H (nj]'c]]') = Z (log(nj + ¢;)! —log n;! — log ¢;!) ~ (Stirling)
j J

A Z ((nj +¢j)log(n; + ¢;) — (nj +¢j) — njlogn; +n; — c¢;jloge; + cj>
J
= Z ((n] + ¢;)log(n; + ¢;) — njlogn; — ¢;log cj> = I(n1,ne,...)
J
As condigoes de estacionaridade condicionada sdo portanto

oI oL om

0= —— — )\ _, ===
8nj anj Manj
1
=log(n; + ¢;) + (nj + ¢;) —logn; —nj— +X— ¢
J J nj
=log(n; +c¢;) —logn; + X\ —p e, =
1=TY R exp (=X —p€) = nj(l— e ATHEG) = ¢; e MG —
nj
- 1 o
TL] = C]m (Bose—Elnsteln)

a) Fermi-Dirac.

Neste caso em cada nivel de energia €; as n; particulas repartem-se pelos c¢; estados, mas sem
repeticao, j4 que nao é permitida a existéncia de duas particulas no mesmo estado. O nimero de

. , C e . . ~ . c;!
maneiras como as n; particulas se podem distribuir por esses c¢; estados é entao igual a ———;.
J J n;l(cj—n;)!
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NB: Lembrar que o nimero de maneiras de distribuir M bolas por N caixas sem repeticao é dado
em andlise combinatéria por

N!
WA = S — A

Considerando todos os niveis de energia, vem entao para o nimero de configuracoes correspondente
a uma colecgao de valores para os n;

H C]'
+ njl(c; —ny)!

; \Cy :

O resto do célculo prossegue como acima, pela estacionarizacao condicionada do logaritmo da
expressao anterior:

¢! o
log 1;[ W = ; (log ¢;! —log n;! —log(c; — nj)!) ~ (Stirling)
~ Z (cj logcj — ¢; —njlogn; +n; — (¢; —nj)log(c; —ny) +¢j — nj)

J

= Z (cj log ¢; — njlogn; — (¢; — ny)log(c; — nj)) = I(nq,ne,...)
J

Vem entao

+
>~
|
=
O

= —logn; +log(c; —nj) + A —pe =
1=9 "1 exp(—A—pe) = nj(l+e "9 =cje Y9 =
nj
_C]e)\-i-u €5 +1

n; (Fermi-Dirac)

2.4 A curva correspondente a lei de Planck para a radiacao do corpo negro tem um méximo para
uma certa frequéncia vys. Determine a dependéncia de vy; na temperatura.

Resolugao. Escrita em frequéncia (ou na pulsacdo) w = 27v a lei de Planck tem a forma

hw hw w3V hv hv 872V
U dwv=|—+ ——| —= = (= dv = d
() dw ( 2 - e% - 1> m2c3 ( 2 e% — 1> c3 v =) dv
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Deixemos cair o primeiro termo e calculemos o valor da pulsacdo correspondente ao méximo desta
distribuigao (assim truncada...) : (NB: esta truncatura constitui uma aproximacao vélida para as
baixas frequéncias, caso em que o primeiro termo vem muito inferior ao segundo)

hw hw g
0— iU*(w) _hV 3w?(erT - 1) — wlerT -
dw m2c3 (eF —1)2
w w hw
— B3(ekT —1) — et - =0

E esta a equacao que determina o valor wy,q; da pulsacao correspondendo ao maximo valor da

distribuicao de Planck. Ora o primeiro membro é (!) uma funcdo do argumento Z—ﬁ; Sendo a

equacao da forma

h wmaz
F(———) =0,
(e
segue-se necessariamente a lei de Wien
M = constante
kT '

2.5 Determine o calor especifico a baixas temperaturas de um sélido traduzido pelo modelo fisico
seguinte devido a Debye:

a) O conjunto de N dtomos constituindo o sélido é considerado, para efeitos do cédlculo da sua
energia, como um conjunto de 3N osciladores/modos normais cujas frequéncias se distribuem ao
longo de um intervalo superiormente limitado w € (0, wpy).

b) O numero de modos por unidade de frequéncia é igual ao valor dN(w)/dw correspondente a
um meio continuo onde as ondas associadas a vibragoes longitudinais e transversais (estas even-
tualmente com polarizagao) se propagam com uma certa velocidade v (Esta aproximagao s6 é na-
turalmente valida no dominio das baixas frequéncias, ou seja, dos comprimentos de onda grandes
comparados com as distancias interatémicas).

Resolugao. [Comentdrio prévio : Como é sabido, a teoria de Einstein para o calor especifico dos
sélidos nao explica o facto experimentalmente reconhecido segundo o qual certos sélidos apresentam
a baixas temperaturas um calor especifico proporcional a T3. O modelo aqui apresentado (devido
a Debye), ao limitar superiormente as frequéncias possiveis dos modos de vibragao (ou seja, ao
eliminar a possibilidade de altas frequéncias) considera apenas os grandes comprimentos de onda.
Deste modo, pode aceitar-se que o fenémeno deve ser pouco diferente se utilisarmos um meio
continuo (com as suas vibragoes dadas pela equagao de Poisson) em vez de um conjunto de pontos
(dtomos) separados entre si por distancias muito inferiores aos (grandes) comprimentos de onda
considerados. Acresce que para baixas temperaturas (que é a situacao de aplicagdo deste modelo)
as energias dos modos de vibragao tém de ser baixas, justificando a exclus@o acima referida dos
altos valores das frequéncias.|
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Pela férmula de Planck, um oscilador quantico de pulsacao w em equilibrio térmico a temperatura

T tem energia dada por

hw hw
7—’— hw
2 exT — 1

Como os N atomos estao assimilados a 3N osciladores quanticos (modos normais), vem entao para
a energia do conjunto

onde a energia residual Ey nao depende da temperatura. Naturalmente que N > 1 , pelo que
podemos definir uma densidade de osciladores/modos normais segundo a distribuigao pelos valores
da pulsagdo w. Mais precisamente, designamos por N(w) o nimero de osciladores/modos com
pulsagao inferior a w . Segue-se que em vez da expressao enterior escrevemos

W N
7 (32)

I
—0 err — 1 dw

onde dN = %dw é o nimero de osciladores/modos com pulsagao compreendida entre w e w + dw.

“M N
/ —dw = 3N > 1.
w=0 dw

Tem-se, é claro,

O nosso objectivo é a determinacao da fungao N(w) a qual, uma vez introduzida em (32) permitira
o calculo de Cy = (OE/IT)y. Ora no presente modelo os modos sao considerados como certas
vibragoes u(z,y, z,t) do meio (continuo!), vibragdes essas que se anulam na fronteira do meio e que
obedecem a equagao das ondas 3-dimensional

=9 Pu  0Pu  Pu 1 0%u

Viu= S+ -5+ -5 =55

ox?  0y? 022 w2 Ot?
Supondo, sem perda de generalidade, que o meio é um cubo com aresta de comprimento ¢, sabe-se
(curso de MMF) que u(zx,y, z,t) se pode escrever sob a forma
. T . N2TY . N3TZ

u(z,y, z,t) = Tz(t) sin sin sin ,

ﬁE(TLl,TLQ,TL3)

onde os ny,ng, n3 sao inteiros e os T (t) obedecem & equacao

. v2
Ta(t) + 7 (0 + 03+ nd)Tu(t) =0,

ou seja, osciladores harmoénicos de pulsacao

T, 9 2 2\1/2
W = Wny ng,ng = 7( 1+mn3+mn3) /

O ntumero destas vibragoes estd entao directamente ligado ao niimero das pulsacoes possiveis, o qual
se apresenta assim ”quantificado” através dos valores inteiros de nq, ng, ng. Considerando entdo um
espaco 3-dimendional de coordenadas ni,ne,n3 com malha cibica unitdria em que cada vértice
esta ”ocupado” por uma pulsacao possivel, entdao a ultima féormula permite concluir que o ntimero
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de pulsagbes possiveis inferiores a w é igual a um oitavo (sé sdo de considerar os valores positivos
dos nn!) do volume da esfera de raio % . Donde

14 wl\?
N(w)=<-=z7 <>

83 T
Cabe agora acentuar que se quisermos ter em conta (0 que efectivamente se faz neste modelo) que
as vibragoes sao longitudinais e transversais (podendo estas iltimas ser polarizadas) entao devemos
considerar modos suplementares que traduzam estas possibilidades. Por outras palavras, a cada
um dos valores da frequéncia w (dado pela equagao das ondas acima referida, a qual ndo contém
”de per si”a distingao entre vibracao longitudinal ou transversal, nem tao pouco a polarizacao
das vibragoes transversais) estd associada nao uma mas trés vibracoes possiveis, pelo que o valor
correcto de deve ser o triplo do anteriormente concluido :

)

dN(w) 3 <We>2£ 3wV

Em consequéncia

T =—_—,
dw 2 ) w2723

Introduzindo na expressao da energia total (32),

“M o Ry 3wV hw
E=FE —_——— = —
0 /wO e% -1 2 w23 . [y kT]

v=" KTy 3 (KTy\? V k
:Eo-i-/ — dy
Y

—0 ev—12\ & w23 h
5 3 kA4 :h:—TM y3 p 5 3 kATAY  [y=to0 y3 p
=0t S, y=0 w1 Wt s y—0 -1 v

A aproximagao utilisada na tultima igualdade justifica-se pelos baixos valores da temperatura (o que
é efectivamente o caso em estudo) e pela natureza rapidamente convergente do integrando. Quanto
ao valor do ultimo integral, este vem dado por

y=-+o00 y3 y=+00 e Y
/ dy = / yP——— dy = (série geométrica)
y:0 ey - 1 y:(] ]. - 67y

y=+oo

o0
= Z/ yPe vt gy = (por partes)
n=0"¥=0

4

6 0
frng _— = ATl d F 1 = —,
ngl - (séries de Fourier) 1

Donde, substituindo,
3EATAV 7t
Ex~FEy+ -———5—=—.
o+t 2 h3m203 15
Daqui decorre para o calor especifico

dE 2 k47r2VT3'

=07 T 5 e
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Imediatamente se veria (bastando para tal utilisar a equagao das ondas a 2 dimensdes (resp. 1) )
que no caso de o sélido ser considerado a 2 dimensdes (resp. 1), viria N(w) proporcional a w? (resp.
w ), a energia E proporcional a T (resp. T?) e Cy proporcional a T? (resp. T).

2.6 Considerando um sistema em equilibrio a temperatura 7', relacione o seu calor especifico C), om

. 2.5 2ng 2 o 52 272 oT| L. 2
o desvio médio quadrético da sua energia, 02 = E2 — E~. Mostre que para um sélido em equilibrio
a temperatura T e cujo calor especifico obedece & lei de Debye se tem o2 o< T°.

Resolugao. Sendo entao a energia (média) do sistema dada por
— Y—FEs
= Z FEse *T
S

segue-se a expressao para o calor especifico

a7 = 2B T (kT ZEe o wror T B Y

ou seja

OF - ov V-F ov
2 _ E E = 2
= E E?eqjgfs — E FE.e kT
— ov. -
=BTk

Ora segundo a termodinamica fenomenoldgica W — TaT é a energia total (ver (*)abaixo), grandeza
que em termodinamica estatistica se identifica com o valor médio da energia do sistema, £ . O
resultado anterior toma entao a forma seguinte :

0B — o s

2 _ 2 _ _ )2 = 42
k T FE (E) (E—E)?=o0

o desvio médio quadratico da energia. E como aT E 1nais nio é que o calor especifico Cy, conclui-se
que

o = kT?Cy.
Se, em particular, se tiver a lei de Debye (Cy proporcional a T3), vem o2 o T°.
(*)
V=F-TS = dV =dE —-TdS — SdT' =TdS — pdV —TdS — SdT = —pdV — SdT
8\1/
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Donde 50
V-T——=U+TS=F
ar ~ VTS

2.7 Considere a matriz densidade p correspondente a um conjunto de sistemas quanticos. Mostre
que

a) O valor médio de uma grandeza fisica a que esta associado o operador F' é dado por Tr(pF).

b) A evolugao no tempo da matriz densidade é regida pela equagao

op 1

Resolugao. a) A matriz densidade tem a forma

p= Zpa|¢a><¢a|

0 que exprime que um qualquer sistema do conjunto tem a probabilidade p, de estar no estado
traduzido pela funcao de onda 1, ou, o que é equivalente, que dentre os N > 1 sistemas idénticos
do conjunto, havera p, N sistemas com fun¢ao de onda 1, . Dada entdo uma certa grandeza F', o
seu valor médio para o conjunto de N > 1 sistemas idénticos vem dado por

=S pafa= Y rn [ @) Fartia(e!) da da’
a @ z,x’

:/ ,Fm/ <Zpa¢;(x)¢a(x’)) dz dx’

)

/
= Foppyre de dz
z,x’

=Tr(pF)

onde
F, = / 5 () By o (7)) da da’

designa o valor médio da grandeza F' para um sistema que possui a funcdao de onda v, e

Prx’ = Z Paa ($)¢Z ($I)

¢é o elemento xx’ de p na representagao de posigoes.

b) Na representacao x a equagao de Schrodinger escreve-se
L0 _ / /
ith—vo(z) = | Hyppwtho(z') dx
ot o
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pelo que vird entao para as componentes da matriz densidade

(ihiﬂ)x =iﬁ§tpmf zh— (Zpaw ))
- (825 ) 2t + valo) (0255

=Zajpa[< /I,,Hm//wm”) ) i) 4 (o) (— [ Hrtia as ).
Donde

0
(5),,.- S [ (bl 5 o) = i )

= / ) [H (Zpawa(a:"w;( > (Zpawa ))] da”

= / (Hm”px”x - p:vx”Hx’x” d.%'” = (Hp - pH)zm’
CCN

2.8 Utilizando a distribuigao GC, prove as seguintes férmulas para as flutuagoes dos niimeros de
ocupagao:
Oik Tk cldssico
(n—n;)(n —ng) = < dixnk(l +ng) BE
5ikﬁk(1 = ﬁk) FD.

Sugestao: Parta da condigao de normalizagao 1 = V(ni,na,...)ew R (A2 (ks =ca)ns) ¢ caleule
82
OpiOpy *

ni,nz,...

Resolugao. A distribuigdo GC tem a forma dada em (4.115a)
Prob(ni,na,...) = V(ni,na, ...)6iT(Q+Z (p—es)ns) — V(nl,ng,...)e%(m'z (ps = EQ)”‘)] .
Hs=H

Seguindo o método acima exposto, partimos desta expressao ("antes”de se fazer us = p ). Em

particular, temos
Z V(nla nQ, %(Q+Z (Ms Es)ns)
ni,ng,...
Donde

0 1 1 o0
= E *(9+Z (s—es)ns) _—_ [ 220
8Mk — 0 V(nl,ng, ...)ekT < + nk>

ni,mne,...

Derivando novamente em ordem a p;, temos

1 (09 o9 1 020
(O3, (pa—es)ns) (£ e
Z V.. ..)err [ KT)? <8Ni +m> <aﬂk +nk> T 3%5%]

ni,n2,..




Fazendo todos os us = u, vem

1 o0 o0 1 0%Q
Prob(nl, na, ... - 4
m% rob(nl,nz, .. (kT) <3MJ ) (a'u’f]us " ) kT (9#18#;6}
(2] ) (2] n)eg
KT\ Ol ey ) \ Ott)zy g KT OpiOp
- (=75 +ng) (=g + )+i At
= ey IR G B o,

Ora é patente das expressoes de 2 (antes de se fazer ps = u ),

— kT Z exp Msk;fs classico

0= k:TZlogl—e T ) BE

—kTZlog 1+¢e"%7") FD.

\

que 8879 nao depende de nenhum dos ps a nao ser de p;:

( Hi — €

—e classico
T
Hi—¢;
e kT -1
8Q - o Ki— €4 = Ki— €4 BE
Ol 1 —e*T ekt —1
Hi—¢€4
T -1
- ° Hi—¢4 = Hz_ev FD
1+ e *T +1
Donde, para i # k, % = 0. Por conseguinte, introduzindo em (33), vem

1#£k — (nl - ﬁl)(nk - T_Lk) =0.
Considerando agora ¢ = k, temos, separando agora o caso classico de BE e de FD e fazendo p;

0%Q) w—e 1
ol 1
2], _, VKT KT KT

7, cléssico

Por outro lado,

_Ki—€

e~ kT 1 > ( 1 > e~ —14+1
5 Sy (-2 —6 BE
0 _ ) “”—1><’fT ) e “”—1)
opi et 1 1\ e
e kT _> _ _) e k‘: : FD
(e_ ) kT kT (e~ _|_1)2

que admite a expressao compacta

’Q ( 1) 1 N 1
6/%2 kT — Bt T1 (6_% T 1)2
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Fazendo u; = pu,

g classico
1 — 1 _ 2
0= T)? (n; —n;)? — (hT)? n; +n; BE
n; —n: FD.

2.9 Utilizando a distribuigdo GC, determine a forma aproximada da equagao de estado de um gas
perfeito quantico (BE ou FD).

Sugestao: A partir da férmula (termodinamcia cléssica) ¥ + pV = G(T,p,N) = uN e de Q =
W — uN conclui-se que 2 = —pV. O resultado pretendido decorre da comparacao das duas relagoes
Q=-—pVelN = —g—ﬁ, nas quais se introduz as expressoes conhecidas de € (consoante as diferentes

o o 0 = ° o =~ L—¢€s
distribuigoes), procedendo em seguida a aproximagoes em ps = e #7 < 1 em que se desprezam o0s
termos de ordem superior a 2 em p.

Resolugao. Sabe-se da termodinamica (designagoes, etc) que
G(T,p,N)=uN =V +pV

Esta férmula, comparada com a relacao (obtida da distribuigao GC) Q@ = ¥ — uN permite concluir
que
Q=—pV (34)

relagao capital para o que se segue. Na realidade, a solugao do problema decorre da comparacao
de (34) com a férmula conhecida

_ o0
N=——. 35
o (35)
Partimos entao de -
Q=£kT log(lFe " ) =+kT Y log(1F p;) (36)

(o sinal superior corresponde sempre a distribuicdo de BE), onde utilisamos, para simplificar, a

abreviacao
et — s L
bs = N = /{ITpS

NB: De notar que em primeira ordem em ps < 1 as distribui¢oes quanticas (BE-FD) coincidem

com a classica, pois que
]. Ps K—€s
~ Ps = € kT

pil+1 1dp,
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A férmula (36) permite entao escrever para (34) e (35)

pV = FET Y log(1 F ps)
N — _@ =

Fps 1
B quTZ

L Ps
—~ 1Fps KT = 1Fps
Utilisando desenvolvimentos de Taylor até ordem dois para estas equagoes, vem

N Ps

~ ps(1£p
— 1Fps 2 ps(1+py)

S

pV = FKT Y log(1 F ps) ~ FKT Y (Fps —

isto é,

1
2y _ 19
s 2ps) = kT ES (ps £ 2193)
1 1
_ 2 2 2
= kT ES (psips$§ps) k‘T(NﬂF§ ES Ps)

_ 1
— kTN [1F = 2.
ja% ( :FQNZS:PS>

Nesta formula é patente a correccao introduzida pelas estatisticas quanticas na equagao de estado
de um gas perfeito classico, pV = kT'N.

Pode ainda dar-se a seguinte forma ao somatério

kT

Zps = Z 62(#*65)
s s

= cif 3" T = et 2,(T)2),
S

onde Z1(T'/2) designa (!) a fungao de particao de uma sé particula para a temperatura 7'/2. Donde
Ou ainda, atendendo a que

_ 1
pV = kTN (1 ¥ mezfizl(:r/m) .

_ 20 _ 24 — 21
2 Nerr N erT N exT
—€ = —_——_— = — = — s
2N 2N 2 (ps(L£Ep))? 2 (0 (15 + )2
N eiT N 1
2 (e X (3 £ T))? 2
N 1 N
T2

onde Z1(T) é a funcdo de particdo para uma particula a temperatura 7', vem

_ N Z\(T
pV = kTN <1q:221%(1/€)>.

IN.E. A aproximacio (37) corresponde a tomar ps + p2 = ps, ou N ~ Do Ds

|
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2.10 Considerando a distribuicao GC para um conjunto de particulas em que sao fixados o niimero

médio total de particulas N e energia média total £ , prove que a distribuicio dos ntimeros de
ocupacao que maximiza o valor da entropia

Sclsssico = —k Z Uz IOg ng +k Z N
Spp = —kZﬁs log s + krz (1 + 7i5) log(1 + 7s)
s s

SFD = _kzﬁs logﬁs - kZ(l - ﬁs) log(l - 77"8)

¢é dado pelas distribuigoes

p—cs ..
e kT classico
1
- - BE
s e kT —1
1
? FD.
e kT +1

respectivamente.

Resolugao. Apresenta-se o calculo para os casos casos quanticos - o caso cldssico seria idéntico
Com o sinal superior a corresponder a BE, vem

S = —k‘Zﬁs logns + k‘Z(l + ng) log(1l £ ng) = S(nn)

=
I
M
|||
E\

As equacgoes de Euler vém entdo, com dois multiplicadores de Lagrange « e (3,

oS B OF 5
ong O‘ans an

ou seja

+1
k <—1 — 10gﬁs + (1 iﬁs>m +10g(1 iﬁs)> — X€Eg — B =0

1og<1iﬁs>:ﬁ+aes . 147, eXpBJraes

k N k
1
]_:ﬁs <:F1+exp/8+oé63) — 77)/827

k, eﬁ‘Fk(:YEs q: 1

que tem a forma pretendida. As férmulas acima para N, E dao

2 : /3+aes 2 : ﬁ+ass

F1

ns

o4



as quais, comparadas com as expressoes conhecidas em BE e FD, permitem concluir que
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Fisica Estatistica Browniana - Enunciados

3.1 Um gas ideal constituido por N particulas independentes contidas no volume V' e em equilibrio
a temperatura 7', estd sujeito a um campo exterior derivando de potencial U (7). Calcule a proba-
bilidade de encontrar n particulas num volume v < V. Calcule o valor médio n e o desvio médio
quadratico associado a essa grandeza. Considere os casos N > ne < n ~ n < N. Considere
também o caso de inexisténcia de potencial.

3.2 Considere uma particula deslocando-se aleatoriamente sobre uma recta, de tal modo que no
deslocamento j-ésimo a sua posicao sé pode variar de a; ou f3; (constantes) e com igual probabi-
lidade. Utilizando o teorema de Markov determine a variacdo total da posicao da particula ao fim
de N deslocamentos. Estude o caso particular aj = £A, 3; = mA.

—

3.3 O teorema de Markov da a expressao da densidade de probabilidade Wy (R) para que uma
dada particula partindo da origem e sofrendo deslocamentos aleatérios, se encontre em R ao fim
de N deslocamentos. Nesta evolugao a particula encontrar-se-a numa certa posicao R’ ao fim de
N’ < N deslocamentos. Considerando o caso unidimensional, prove a aditividade do teorema de
Markov calculando directamente a expressao

- WAPN(RYWNHPN(R — R AR
Rl

3.4 (Uma versao do teorema H). Considere um processo de difusdo browniana de uma particula de
massa unitaria em presenca de uma forca exterior derivando de potencial F=-VU (7). Admita
que o processo € regido pela equacao de Smoluchowski e que a cada instante é possivel definir uma
"energia livre” U(t) = U — T'S , em que

U:/wamwﬁzUm
S=—klogw= —k/w(F, t) log w(7, t)di = S(t)

(A integracao é realizada em todo o dominio espacial onde tem lugar o processo de difusao).

a) Mostre que se tem % <0.
b) Prove que o valor minimo da energia livre (considerada como funcional da distribuicao de

probabilidade w(7,t) ) se obtém quando w é uma distribui¢ao boltzmaniana.

3.5 Seja um ponto deslocando-se sobre a recta OX partindo em t = 0 de x = zg e executando
um nuimero constante p de deslocamentos por unidade de tempo, com igual probabilidade e de
amplitude Az = +J . A densidade de probabilidade para que no instante ¢ > 0 a sua abcissa seja
igual a = tem entdo a forma gaussiana (com D = pd?/2 )

(z—=0)?

1
P(t=0,x0lt,z) = e~ 4Dt

vV 4m Dt
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Supondo agora que durante (0,%;) se tem um certo valor constante D; e que em (t1,?; + t2) outro
valor constante Do, mostre que a densidade de probabilidade para que em t = t; 4+t2 o ponto tenha
abcissa x tem também a forma gaussiana

_ (m—xq)?

016 C2
e determine as constantes Cy e Cy em fungao de Dy, Do, t1 e to.

3.6 Suponha que a densidade de probabilidade para que o valor de um certo parametro x varie
de a (ou seja, passe de xg para xg + «, com xg arbitrario ) no intervalo de tempo muito pequeno
(t,t + At), é dada por
1 ___a?
P(alt,At) = ————¢ %45t D(®
A At D(t)

onde D(t) é uma certa fungao do tempo, real, positiva e regular. Designando por w(zx,t) a densidade
de probabilidade para que no instante ¢ o parametro tenha um certo valor x, prove que se tem

FTw(-,t)]x = FT[w(-,0)]x exp <—47r2k:2 /OtD(s) ds>,

onde FT[w(-,t)]; denota a fungao de k que é a transformada de Fourier em z da fungao w(z,t).
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Fisica Estatistica Browniana - Resolugoes

3.1 Um gas ideal constituido por N particulas independentes contidas no volume V' e em equilibrio
a temperatura 7', estd sujeito a um campo exterior derivando de potencial U(7). Calcule a proba-
bilidade de encontrar n particulas num volume v < V. Calcule o valor médio n e o desvio médio
quadratico associado a essa grandeza. Considere os casos N > ne < n ~n < N. Considere
também o caso de inexisténcia de potencial.

Resolugao. Como as particulas sdo independentes (nao interagem) o potencial que as afecta é
apenas o potencial exterior U nos pontos 771,753, ...,7n onde as particulas se encontram. Segue-se
que a energia potencial do gas tem a forma

N
U, Ty, ooy T) = U(FL) + U () + o+ U(FN) = Y U(7)

n=1
Como a energia cinética vem dada por
N
1
T
n=1

segue-se que a densidade de probabilidade para que o gas se encontre no estado caracterizado pelos
valores de 771, 7, ..., "N, P1, P2, ..., DN € igual a (dist.canénica-T)

1 (L1 a
T <Z %’ﬁn‘Q + ZU(Fn)>]
n=1

1
Zhexp (——= (T+U)) =2 exp
kT —

A densidade de probabilidade relativa (apenas) as posigoes 7,72, ...,7y obtém-se da expressao
anterior integrando em todo o dominio das impulsoes, ou seja:

1 N N
_ﬁ (Z %|ﬁn|2 + ZU(F@)] dpy dps... dpn
n=1 n=1

N N
=C exp (k‘lT Z U('Fn)> = H /N €xp (;TU(Fn))

n=1
N
1T o)
n=1

(A mesma expressao de p para os diferentes 7, !)

N - -1
Pr(71, 7, ....,TN) = 2 exp
D1,P2;--PN

Comecemos por calcular a probabilidade P’ de encontrar certas n particulas (que na integracao
designaremos pelos indices 1,2,....,n) no interior do volume v - e portanto de encontrar as restantes
N — n no volume complementar de v em V:

P = / / Pr(Fy, 7, ooy ) dify diy... dify
7?17F27"'7F7L cv Fn+177?n+2=---7FN EV\’U

n N
“11 [ eman [T [ o as
k=1 TR EV k=n-+1 FkEV\U
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Designando entao por p o valor de

p= / ) dF= ()

vem que
/ p(7) di' = / p(7) dF — / p(7) di = normalizacdo =1 — p
FeV\v eV rev

P = pn(l _p)an

(NB: No caso de nao existéncia de potencial, tinha-se simplesmente p = v/V)

Donde

Para obtermos entao a probabilidade de encontrar quaisquer n particulas no volume v, devemos
multiplicar P’ (prob. de encontrar em v certas n particulas) pelo nimero de conjuntos diferentes de
n particulas que podem ser constituidos dentre as N particulas totais, ou seja, por CTJLV = Al ]ffvin)!.
A probabilidade procurada é entao

N! n N-—n :
P = mp (1-p) (Bernoulli)

ou seja, a distribuicdo binomial!

Calculemos agora o valor médio de n :

no= ZnP(n) = ZN%PTLO —p)N" = Z” Ji(N — 1) 0 p" a-phr
n!(N —n)! n(n — 1IN —n)!

n=1

= sz (v _1? w 1))!19”_1(1 —p)NT=Np> Mpk(l —p)NTE
k=0

= sz C,ivflpk(l — p)N_l_k = Bindémio de Newton
k=0

= Np(p+(1-p))"~' =Np

Deste resultado se tira que
p= <z oty ar
TEV

de ébvio significado fisico. Quanto ao desvio médio quadrético, vem

I
=
=

N———

I
e

(n—n)2=n2—2na+n2=n2— 2%+ 0> =n2 - n?

e como o valor médio 7 ja foi calculado acima (i = Np) resta-nos calcular o valor de n?:

_ —1)
2 2 2 _ \N-n
= S )= S S SO ey

B n (N =-1)! n-1/1 . \N-n
BR DT (T
= Np) (k+ 1),%1? (L—p)¥ 1"
k=0
_N Zkk' 'k)'p (1_p)N—l—k_f_NpZC’inlpk(l_p)N—l—k

k=0
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A primeira soma do ultimo membro é o valor médio para a distribuicdo binomial apenas com a
substitui¢do de N por N — 1, pelo que vem igual a (N — 1)p. A segunda soma vem de novo dada
pela férmula do binémio ja acima utilizada. Donde

n2 = Np(N —1)p+ Np= N?*p? — Np?> + Np= Np+ N(N — 1)p?

Donde o desvio médio quadratico (n — n)2 = n2 — a2 = Np+ N(N — 1)p? — N?p? = Np — Np?.
Isto é
(n—n)*> = Np(L—p)

Fica como exercicio complementar mostrar que todos os resultados que precedem, decorrendo da
distribuicao de Bernoulli, podiam igualmente ser obtidos tendo em conta que P(n) mais nao é que
(...) o coeficiente de ™ do polindmio em u

N
(pu+ (1 —p)V =D Cyprur(1—p)N "
n=0

Suponhamos agora que ao volume em consideragao acrescentamos volumes cada vez maiores con-
tendo no seu interior um gas cujo estado é em tudo andlogo ao do gas no volume inicial. Isto
significa que N aumenta indefinidamente mas que n e i permanecem fixos. Nestas condigoes P(n)
toma a forma

N!

P(n) = 771)!19”(1 -Dp

n!(N — =

%
/N
2=
N—

3
/N

[a—

|
=]
N—

T

3

- %N(N 1N —n+1) (%) (1 - ”)N_n

_ 7\ N—n
RN R N T B P ek ﬁ"(1—3)
n! N N N N
E como n é fixo, cada factor 1 — k/N tende para zero com N tendendo para infinito, donde

lim P(n) = lim in (1 - ﬁ)N_n = lim i (1 - E)N

N—o0 n,n fixos N-oo n! N N—o00 n' N
1 ) NV 1 .
= —n" lim (1 — —) =—n"e™"

ou seja, P(n) toma a forma de uma distribuigao de Poisson.

Podemos verificar que com esta forma de P(n) que se obtém o mesmo valor 7 para o valor médio
de n:

-n_—n _ _—Nn -n—1l—- _ - —n -n—1 _ - _ —n_n _ —
ZTLP T; ane =€ Zmn n = ne Zmn = ne e =n
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para a distribuicao de Poisson. Com efeito,

n? = z_:ln2P(n) = Zl[n(n —1) +n]P(n)

I
(]
=
S
|
=
2 |
S
S
®
S
+
]
S
~
2
I
Ctjl
3
(]
)
|| =
>
=
3
+
S

n=1 n=1 n=2
> 1
= e "2 E Pl hn=e "% " +n=n"+n
. (n—2)!
n—=

Por esta formula se vé que a maior ou menor frequéncia com que um estado de flutuacao se rea-
liza esta unicamente dependente de 7 (o valor médio do nimero de particulas) e é independente
das caracteristicas fisicas dessas particulas (dimensodes, etc) e do fluido onde eventualmente essas
particulas estdo imersas (e que produz as perturbagdes brownianas, responsdveis por essas flu-
tuagoes), tal como a sua viscosidade. (Naturalmente, ji essa dependéncia passa a ser primordial
quando estudamos a maior ou menor rapidez com que tais estados de flutuacao se sucedem no
tempo - Teoria de Smoluchowski, etc)

Supondo, além das hipéteses anteriores, que n e 7 tém valores muito préximos (e muito inferiores
a N), a distribuicao P(n) toma a forma gaussiana. Com efeito, tomando o logaritmo de P, tem-se

log P(n) = —logn! + nlogn —n = Stirling

~n—mnlogn+nlogn —n = \(n)

Fazendo um desenvolvimento de Taylor para X numa vizinhanga de i (NB: os valores de n — 7 sdo
muito pequenos!) vem

N(n) ~ R(n) + ﬁhn (n —n) + % Z:z} . (n —n)?
7 como ¢ dR an? 1
N(n = n) = 0, dnL_ —0 W]n:n:_n
vem . o
log P(n) ~ _(712—nn) = P(n) ~exp (_(n;q;n))

ou seja, a forma gaussiana. Excelente "revisao”do sentido fisico das sucessivas distribuigoes de
probabilidade!

3.2 Considere uma particula deslocando-se aleatoriamente sobre uma recta, de tal modo que no
deslocamento j-ésimo a sua posicao sé pode variar de a; ou ; (constantes) e com igual probabi-
lidade. Utilizando o teorema de Markov determine a variagao total da posicao da particula ao fim
de N deslocamentos. Estude o caso particular o;j = £A, 8; = FA.
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Resolucao. No deslocamento j a posicao da particula pode passar de x para x + o ou = + fj,
estando cada um desses deslocamentos associados & probabilidade 1/2. Designando entao por
7j(x) dz a probabilidade para que, no deslocamento j a particula sofra uma variagao da sua posi¢ao
igual a = a menos de dz, vem ()

Lz — ag) + 6z — 55)

7j(@) = 5

Ora o teorema de Markov unidimensional da-nos, para a densidade de probabilidade para que a
posigao final da particula (partindo de x = 0) esteja em = R ao fim de N deslocamentos, a
expressao

1 -
Wa(R) = oo [ Ax(e ™ dy
™ Jn
com v
= H/Tj(s)ei”’ ds,
j=17s
ou seja,

An(n 2NH/ (z — ) +6(z — B;)] 1S"ds—QNl—‘[<10‘”’—1—6157’7>

Particularizando para o caso a; = A, §; = —A (o caso a; = —A, ; = A dard obviamente o
mesmo resultado), vem

N
AN(W) _ 2LN H (eiAn + efiAn) — QLN ( iAn + eﬂAn) 2N ZCN 1]A17671(N j)An
j=1 J=1

= AnN(n) = ;¥

Donde

N
1 1 i(2j— —i
Wn(R) = 271'/77 (QN E CJNe (2j=N)An | ,—iRn dn

N
1 1
:TE C'jN<27T/e i2Aj=NA- R”dn) QNE C’N6 — (2 — N)A)
"

Os valores possiveis para R sao portanto R = (25 — N)A, j =0,1,..., N , isto é,

% €e{-N,—-N+2,.,.N—-2 N}

A probabilidade estd normalizada pois que se tem

1 Y 1
N _ N __
]:
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3.3 O teorema de Markov da a expressao da densidade de probabilidade WN(ﬁ) para que uma
dada particula partindo da origem e sofrendo deslocamentos aleatdrios, se encontre em R ao fim
de N deslocamentos. Nesta evolugao a particula encontrar-se-a numa certa posicao R’ ao fim de
N’ < N deslocamentos. Considerando o caso unidimensional, prove a aditividade do teorema de
Markov calculando directamente a expressao

WM (RYWY RN (R - R AR
Rl

Resolugao. Para j4, este resultado é ébvio, pelo ressabido raciocinio de composigao (convolugao)
de probabilidades. Portanto, o que se pede é a sua confirmacao directa por céalculo, utilizando o
teorema de Markov, o qual afirma que

Wy (R) = — / Ay (e dy
n

em que

N .
= 1_[/73(5)61577 ds,

J=1

Temos entao

W N (RYWYH=N(R — R dR =
R/

/ (1 /A1<—>N’( Je iR dn) <217T/£A%/+]\17</—>N(£)e—i(R—R’)§ df) AR —

—iR/(n=¢€) / 1N’ N'+1—N —iR¢
//<2W /R, dR>A (MAN N T (©e d¢ dn

E atendendo a representagao de 6(x),

WA YW ) ait = L [ A5 ) a5 (e g =

R n
N’ N
1_[/7]-(3)ei577 ds H /Tj(s)ei577 ds | e B dp =
j=17°% J=N'41%

N

[T /e as | dn = o [ 45N oiae ™ dn = it
s

j=1v% n
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4 (Uma versao do teorema H). Considere um processo de difusao browniana de uma particula de
massa unitaria em presenga de uma forga exterior derivando de potencial F=_-VU (7). Admita
que o processo ¢ regido pela equacao de Smoluchowski e que a cada instante é possivel definir uma
"energia livre” U (t) = U — T'S , em que

U= /U(f’)w(f’, t)dit = U(t)
S =—klogw = —k/w(ﬁ t) logw(7, t)dr = S(t)
(A integracao é realizada em todo o dominio espacial onde tem lugar o processo de difusao).

a) Mostre que se tem d‘I’ <0.

b) Prove que o valor minimo da energia livre (considerada como funcional da distribuicao de
probabilidade w(7,t) ) se obtém quando w é uma distribui¢ao boltzmaniana.

Resolugao. a) A equagao de Smoluchowski toma agora a forma

v _ . <kT6w—1wF> V- <kTVw+1wVU>

ot B B B g
ou seja,
ow o=
oV
com
kT - kT _u U o 1 w -
§=—Vw+ wVU——_ (TV +ekTwVU>
B B B kT
kT U =
= WY
5 (7T w)

Ou seja, a forma de uma equagao de continuidade em que § tem o significado fisico de um vector
corrente de difusao.

Consideremos entao a definicao da ”energia livre”
U(t)=U-TS = /U(F)w(ﬁ t) dr'+ k:T/w(F,t) log w(7,t) dif
_ / (U(7) + kT log w(7,1))w(F, 1) dF

e calculemos

A ow ow R
dt_/<6t( (7) + kT log w(T, t))+kT8t> dr

%w( U(F) + kT logw(7,t)) dr + kTaat </w dF) (normalizagao da probabilidade!)
%w( (7) + kT log w(7, 1)) dF
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Introduzindo a expressao de %—Zf dada pelo segundo membro da equacao de Smoluchowski, vem

av

& = /(U(F) + KT log (7, £))V - § dF

zkﬁT (U(F) + kT log w(F, 1))V - (e i V (et w)) dFf
kﬁT kT log(e T w(F, )V - (e 7+ V(eTw)) dFf

H‘q
v
S—
Q
=

kT)? - -
_ (T /logNV-( “ATV(ek
B
em que N = eFT W, Aplicando o teorema de Gauss

/Dwg*) df=/D<f Vg4 V1) df:/wfg.ﬁdg

com f=logReg=e" kTVN:ﬁ vem
dv  (kT)?
p

T
(] oo mo [ [t
= g (kT//aDlogNs nds—///e kT]VN|2dr>

/~c

R dF)

T |VR[2 dF < 0

ja que o fluxo da difusao é nulo sobre a fronteira do dominio.

b) Pretende-se determinar a expressao de que minimiza o funcional
U(t) = /(U(F) + kT log w(7,t)) di
sujeita & condi¢ao de normalizagao [w(7,t) dF = 1. Consideramos entdo o funcional
/(U(f’) + kT log w(7,t)) dr + )\/w(f", t) dr =
/(Uw+ kTwlogw + \w) dr = /J(F‘) dr

onde A é um multiplicador de Lagrange, e escrevemos a condigao de estacionaridade (condicionada)

N4

0=—=U+kKTllogw+ kT + X
ow
= 1 1-— A u
ogw=—-1——— —
8 KT~ kT
67% U
= w(r) = — = const. e kT
1+kT
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3.5 Seja um ponto deslocando-se sobre a recta OX partindo em t = 0 de x = zg e executando
um nimero constante p de deslocamentos por unidade de tempo, com igual probabilidade e de
amplitude Az = +§ . A densidade de probabilidade para que no instante ¢ > 0 a sua abcissa seja
igual a = tem entdo a forma gaussiana (com D = pé?/2 )

(z—2q)?
e 4Dt

1
P(t=0,xz0lt,x) =
( t.2) v4r Dt
Supondo agora que durante (0,¢1) se tem um certo valor constante D; e que em (t1,¢; + t2) outro
valor constante D5, mostre que a densidade de probabilidade para que em t = t; 4+t o ponto tenha
abcissa x tem também a forma gaussiana

_ (m—xq)?
016 %

e determine as constantes Cy e Cy em fungao de Dy, Do, t1 e to.

Resolugao. E claro que esta probabilidade vem dada por uma convolucgao, ou seja, vem igual a

/ P(t =0,x0lt1, 2 )P(t = t1,2 |t1 + to,x) d2’ =
1./

(z/ —= )2 (z—z,)2
- 1 —iDot =i / " /
4D1ty e 4Da(ti+ta—t1) (y’ = (.%' —r—zx )

1 _
———€
/ml VAr Dty \/47TD2(7f1 +to —t1)

7(1*@3*1”)2 _ 212
Dty e 4Daty (! =

1
972D 112Dty /x €

1 _ (z—=p)?
e 4Dqt1+4Doty ,
V47 (Dit1 + Daty)

em que a ultima igualdade é devida a uma propriedade conhecida da convolucao de gaussianas
(MMF):

22 (z=a)? 22 22
e 2b e 2a e 2b e 2a
dz = * = f(a
. Vot vara ot Vo =@
22 22
e 20 € 2a 2
— FT|fls = FT[——]|3 FT[——]4 = ¢~ ?7(at0)B
[f]s [ lg FT| Tm]ﬁ

\V2mb
1 o?

= f(a) = FT_l[e_Qﬂ(aer)BQ]a =———— ¢ 2@fd)

V2m(a + b)

3.6 Suponha que a densidade de probabilidade para que o valor de um certo parametro z varie
de « (ou seja, passe de zy para xg + «, com x( arbitrdrio ) no intervalo de tempo muito pequeno
(t,t + At), é dada por
1 __a?
P(aft, At) = ————=¢ %At D
A At D(t)
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onde D(t) é uma certa fungao do tempo, real, positiva e regular. Designando por w(z,t) a densidade
de probabilidade para que no instante ¢ o parametro tenha um certo valor x, prove que se tem

¢
FTw(-,t)]x = FT[w(-,0)]x exp (—47T2k2/ D(s) ds),
0
onde FT[w(-,t)]x denota a fungao de k que é a transformada de Fourier em z da fungao w(zx,t).

Sugestao: Escreva w(x,t+ At) sob a forma de uma convolucao e relacione FT[w(-,t+ At)]x com
FTw(-,t)]-

Resolugao. Temos entao,

w(z, b+ At) = / w(z — a,t)Plalt, At) da = (w(-, ) + P(Jt, At))a

«

Tendo em conta que FT[f x g] = FT[f] FT[g], vem
FT[w(-,t + At)]x = FT[(w(:,t)]x FT[P(-|t, At)])

Atendendo a expressao conhecida da FT de uma gaussiana,
a2

1 L a?
FT[P(-|t,At)] = FT[———¢ 1At DO |, = —4AnAtD(t)k?
[P(-[t, At)] [ 47TAtD(t)6 Je = exp (—4mAtD(t)k")

segue-se que
FTw(-, t + At)]p = FT[(w(-, )] exp (—47AtD(t)k?)

donde

log FT[w(-.t + At)] = log FT[(w(-,t)]x — 4w AtD(t)k?

_ log FT{w(-,t + At)]Akt_ log FT[(w(- )]k _ % log FT(w(-,1)]k

t
— log FT[(w(-,t)]x = —47rk72/ D(s) ds+ const.
s=0

— —A4nD(t)k?

E considerando w(z,t) em ¢t = 0, vem
log FT[(w(-,t = 0)]x = const.

— log FT[(w(-,t)]x = —4mk? /t_o D(s) ds+1log FT[(w(-,t = 0)]

s FT[(w(, )]k = FT[(w(- ¢ = 0)] exp (—47r/<;2 /t:OD(s) ds)
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