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Capitulo 1

Fisica Estatistica Classica

Nota. Antes de iniciar o estudo deste capitulo recomenda-se vivamente a leitura prévia do
apéndice A, que comeca na pagina 185.

1.1 Sistemas hamiltonianos (breve recapitulacao)

Um sistema hamiltoniano com N graus de liberdade tem o seu estado identificado pelo
conhecimento, a cada instante, dos valores de 2N coordenadas qi,¢q2,...,qN,P1,P2,---, PN
cuja evolucao é dada pelo sistema de 2N equacgoes diferenciais ordindrias de primeira ordem
sob a forma normal (k=1,2,...,N)

OH OH
e (1.1)
Opr, Oqy,
em que H = H(q1,92,-.-,9N,P1,P2, - - -, PN, ) é uma certa funcao caracterizando o sistema.

Mesmo quando N é pequeno, raros sao os casos em que a integragao analitica é possivel
(recorrendo-se em geral a métodos de perturbagao, etc). E entdo obvio, por maioria de
razao, que para os sistemas “macroscépicos” (p.ex., um gds, em que o nimero de particula
presentes numa mole é da ordem de 10?4) o problema ¢é irrealizdvel. Mas mesmo que o fosse,
nao teria sentido ou nao seria talvez de grande utilidade. E neste contexto que intervém as
técnicas e métodos estatisticos da Fisica.

1.2 O integral de energia e a hipersuperficie de energia con-
stante X g

Um hamiltoneano que nao depende explicitamente do tempo é um integral primario. Com
efeito, se se tiver H = H(q,p,t) = H(q,p), vem

o0H BH OH
Z Qk Z Zaqk 8pk 8pk < 8qk> =0 = H =cte.

(1.2)
E esta a situagao que vamos considerar no que se segue, supondo ainda qu H ¢ efectivamente

a energia do sistema:
H = H(q,p) = cte = energia = E' . (1.3)
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Nota. Obviamente que o conhecimento de um dado hamiltoniano nao chega, sé por si,
para garantir que se trata da energia de um sistema, havendo para isso que averiguar
a transformacao que relaciona as coordenadas x, ¥, z que identificam o sistema em causa
no espaco real tri-dimensional, com as coordenadas hamiltonianas ¢, p que o identificam no
espaco abstracto das fases. Exemplo: um oscilador harménico com constante de recuperagao
variando periodicamente no tempo tem energia varidvel. Contudo, utilizando o teorema de
Floquet, é possivel determinar uma transformacao definindo certas coordenadas candnicas
¢,p nas quais o hamiltoniano é constante. Este novo hamiltoniano nao é, portanto, a
energia.

Nestas condigoes, a evolucao do sistema é traduzida pela evolucao do seu ponto repre-
sentativo, P = P(t) = (q(t),p(t)), com q(t) e p(t) tais que H(q = q(t),p = p(t)) = cte = E.
Qualquer outra evolucao possivel do mesmo sistema (compativel com o mesmo valor E da
energia constante) serd traduzida por outras expressoes para os valores de ¢(t) e p(t), mas
sempre tais que a sua introducgao na expressao de H(q,p) conduz sempre ao mesmo valor
constante £ para H. Ou seja: em qualquer evolucao o ponto representativo mantém-se
constantemente sobre a regiao H(q,p) = E do espaco das fases ¢q,p. Esta regido, de di-
mensao 2N — 1, contida no espaco das fases ¢, p de dimensao 2N, diz-se a hipersuperficie
(por analogia com as superficies bi-dimensionais F'(x,y, z) = cte do espago tri-dimensional
x,y, z) de energia constante F e serd designada por YXp.

As equagoes de Hamilton de um sistema com N graus de liberdade tém a forma de um
sistema de 2N equagoes diferenciais ordindrias de primeira ordem sob a forma normal (ver
MMEF) pelo que, sob hipdteses muito gerais, admitem 2N integrais primdrios. A energia
é, como se acima se disse, um desses integrais. Acresce que por razdes fisicas Gbvias,
a energia ¢ também uma funcdo necessariamente uniforme das varidveis (x,y,z ou g¢,p,
etc.) que identificam o estado do sistema. Curiosamente, porém, esta parece ser uma
propriedade ezclusiva da energia, relativamente aos restantes integrais, tépico que nao seréd
aqui desenvolvido mas que pode ser ilustrado utilizando, por exemplo, o caso simples do
oscilador harménico.

Como comentario final, acrescente-se que em tudo o que se segue as coordenadas
candnicas ¢,p tomam valores finitos. Todos os pontos da hipersuperficie ¥ se encon-
tram portanto a distancia finita em I'sy. Em particular, as coordenadas generalizadas q,
geralmente associadas a valores da posicao no espaco tri-dimensional, traduzem os limites
espaciais a que os sistemas em causa estao confinados (recipientes fechados, etc.). Quanto
aos momentos generalizados p, assumem frequentemente o significado fisico da impulsao,
pelo que a energia cinética (e consequentemente a expressao do hamiltoniano) é em geral
uma func¢ao quadratica de p.

1.3 Estado macroscépico e estado microscépico. Extensao
em fase

Os sistemas estudados em Fisica Estatistica caracterizam-se por possuirem um numero
extremamente elevado de graus de liberdade. Uma molécula-grama de um gés perfeito, por
exemplo (e os gases constituem o terreno de eleicao para aplicagao dos métodos estatistico),
contém 6,022 x 10?% particulas (niimero de Avogadro). Claramente que em tal situacio
sao totalmente inoperantes os métodos analiticos habituais consistindo na utilizacao do
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teorema de Cauchy nas suas diferentes versoes para determinar a trajectéria do sistema a
partir de uma condicdo inicial.

Por outro lado, se o conhecimento “completo” (“microscépico”) do sistema depende de
um grande niimero de parametros (por exemplo, do valor das posicoes e velocidades das 10%3
particulas do gés), sabemos da termodinamica fenomenolégica que o seu estado “médio”
(“macroscépico”), depende de um numero relativamente pequeno de grandezas (energia,
pressao, volume, temperatura, etc.). E também evidente que para cada um destes estados
“macroscépicos” que conduzem aos mesmos valores para essas grandezas “macroscépicas”,
haverd uma enorme variedade de valores diferentes para os parametros “microscopicos”
que conduzem aos mesmos valores para essas grandezas “macroscépicas”’. Por exemplo:
em que medida a temperatura de um gas num dado recipiente vira alterada se trocdssemos
as posicoes de duas das suas particulas? Ou de um milhao? E com as impulsoes, etc?. ..

Por outras palavras, as grandezas (E, V', T', etc) caracterizando o estado “macroscépico”
do sistema devem ser funcoes das 10?® grandezas “microscépicas” (g,p ou 7,7), mas que
permanecem “insensiveis” para uma grande latitude de modificagdes dos valores de (¢, p), ou
seja, para certas mudancas de valores nas componentes do ponto representativo do sistema.
A regiao do espago das fases ¢, p que se encontra deste modo associada ao mesmo estado
macroscopico diz-se extensao em fase deste estado microscopico.

Cabe portanto distinguir, para os sistemas da Fisica Estatistica, entre o seu estado
macroscopico, descrito como uma realidade continua e homogénea por meio de um certo
numero (pequeno) de parametros do tipo das varidveis de estado da termodinamica fenomenolégica,
e 0 seu estado microscopico, descrito por um grande ntimero de coordenadas ¢, p associadas
a sua natureza corpuscular e descontinua. Um mesmo estado macroscépico pode portanto
ser realizado por um nimero muito grande de valores diferentes para os ¢, p, isto é, a um
mesmo estado macroscopico estd associada a sua extensdo em fase, constituida por uma
regiao limitada do espaco das fases onde o ponto representativo pode tomar valores sem
fazer variar o estado macroscépico correspondente.

Logo aqui se impoe “naturalmente” uma ideia que serd precisada em desenvolvimentos
ulteriores e que constitui um dos fundamentos da intervencao das teorias estatisticas em
Fisica, segundo a qual um estado macroscépico que seja realizado ao nivel microscépico
por um numero reduzido de valores possiveis (isto é, um estado macroscépico com uma
“pequena”’ extensao em fase associada) deve ser muito pouco provével. Inversamente, um
estado macroscépico que seja insensivel a um grande nimero de possibilidades de modi-
ficacdo das suas coordenadas microscépicas (isto é, com uma “grande” extensdo em fase)
deve ser um estado com grande probabilidade de realizagao na natureza.

A extensao em fase estd pois associada a probabilidade de ocorréncia de um dado estado
macroscépico. Tomaremos a medida M (D) do seu volume D como sendo dada pelo integral
no espago das fases,

M(D)E//"'2N"'/dQ1dQ2"'dQNdp1"'deE/dv. (1.4)
D

D

!Talvez néo seja inutil recordar que mesmo nos casos de sistemas com poucos — mesmo um ou dois —
graus de liberdade, esses métodos sé muito raramente fornecem expressoes analiticas efectivas para essas
trajectérias! Veja-se, por exemplo, o caso da equagdo & + ksenx = 0, traduzindo o comportamento de um
péndulo onde se faz a aproximagao senz =~ x.
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Figura 1.1: Representacao da evolucdao de um regidgo limitada D, do espaco das fases I'an
entre os instantes ty e t.

1.4 Teorema de Liouville

Consideremos uma regiao D; limitada do espago das fases I'oy em que cada ponto representa
a posi¢ao de um ponto representativo PR(¢), ou seja, um certo estado (microscépico) do
sistema no instante t. Na sua evolugao natural (segundo as equagoes de Hamilton) os
mesmos pontos representativos ocuparao outras posigoes no instante t + dt, constituindo
outra regiao limitada que designamos por Dy yq; — ver figura 1.1.

Teorema 1.1. O teorema de Liouville afirma que a medida (2N -dimensional) das duas
regioes € a mesma:
M(Dy) = M(Dyyar) (1.5)

e, por consequinte, teremos M (Dy) = M(Dy) quaisquer que sejam os instantes de tempo
t,t' considerados.

Demonstragao. Com efeito, temos

M(DozD/th—/---<Dt>---/dq1---de (1.6)

M(D = dv’ = / o R N
t+dt): = "'(Dt+dt)"' dqlde_ md%de
Dy

Dy ae
(1.7)
onde
' ) oH
@ = qrp(t+dt) = qu(t) + gr(t)dt = g + Tpkdt (1.8)
o _ oH
P = Pr(t + dt) = pr(t) + pr(t)dt = pp — —dt . (1.9)

0qx.
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Daqui se segue a expressao para o jacobiano da transformacao (q,p) — (¢/,p’):

aq. 0*H aq. 0’H
L= 0ps + ———dt L = dt
O(q1---py) _ |9gs Iprgs Ops  OprOps _
<o 2 2
9(q1---pn) Op, _ _OPH . op _ 5  OH (1.10)
9qs 9qr0qs Ops 9 0ps

= 0(dt®) + O(dt!) + O(dt?) +

Condensando o determinante e desprezando os termos da ordem de (dt)?, (dt)?, etc
vem

8((1’1- ( ’H 0’H ) 9
— NS~ dt+ O +---~1. 1.11
(g1 - Z dprdq.  Dq.Op, (d8%) (1.11)

Ezercicio 1. Condensar o determinante anterior para obter o ultimo resultado.

Donde o resultado pretendido:

M (Dyyat) / /8 dq1 de—/ /dq1 ~dpy = M(Dy) . (1.12)

O]

Temos portanto a conservacao da extensao em fase, a qual é um invariante para a
evolucao natural do sistema. Este resultado permite uma interpretagao muito sugestiva
da evolucao dos pontos representativos no espaco das fases: uma “hidrodindmica” a 2N
dimensdes em que o “fluido” (aqui uma porcao qualquer de extensao em fase) é incom-
pressivel.

Nota. Convém acentuar que se a medida do volume de D permanece constante, a sua
“forma”, porém, sofre modificagoes muito drédsticas que traduzem o processo microscépico
de difusao por choques entre as particulas (consideragoes sobre o “mixing”, etc.).

Ezercicio 2. A transposicao imediata da demonstracdo anterior permite mostrar que o
teorema de Liouville é ainda valido quando se introduz no integral uma “funcao de peso”
somavel, F'(P), dependente das coordenadas P = ¢, p do espago. Mais precisamente, tem-se

/ F(P(t + dt))dViya = / F(P(1))dV; . (1.13)

Dyyas Dy

Mas a conclusao mais importante é do foro estatistico. Se, como tudo parece fazer crer,
existe uma relagao entre a probabilidade de um dado estado e a medida da sua extensao
em fase, uma grave objeccao se levantaria se o teorema de Liouville nao fosse verdadeiro,
ou se tivéssemos adoptado uma outra definicdo para a medida, pois isso significaria que
esta probabilidade mudava ao longo do tempo. Ora é claro que estados que se deduzem
necessariamente uns dos outros (como é o caso com q(t), p(t) e q(t+dt), p(t+dt), em virtude
da sua evolugao natural como consequéncia das equagoes de Hamilton) devem ter a mesma
probabilidade, o que é efectivamente assegurado pelo teorema de Liouville. Contudo, e neste
estado de apresentacao da teoria, nada obriga a que uma outra evolugao — partindo de
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q*(t),p*(t) e que em t + dt estard em ¢*(¢t +dt),p*(t + dt) — tenha a mesma probabilidade
do que aquela, se bem que também aqui, e pelas mesmas razoes, a probabilidade de ¢*(t +
dt), p*(t + dt) terd de ser a mesma do que a do estado ¢*(t),p*(t), do qual deriva por
evolucao natural.

Temos portante para a probabilidade de um estado elementar, associado a uma regiao
infitesimal do espaco das fases 6D (identificada por q1,...,pn € ¢1 +dq1,--- ,pn + dpn)
com medida dV = dg; - - - dpy, uma certa expressao da forma

Pr(P € 6D) = f(dg:---dpn) =¢(q,p)dq1 ... dpN , (1.14)

com uma certa fungao somédvel ¥ (q,p). E para a probabilidade de um estado associado a
uma regiao nao infinitesimal e limitada D, vem (tendo em conta o exercicio anterior e a
propriedade aditiva da probabilidade),

Pr(PeD=|J6D)= > Pr(PeéD)= /Qj}(q,p)dql - -dpy . (1.15)
sHCD D

Exercicio 3. O teorema de Liouville fornece também outro tipo de argumentos a favor

da utilizacdo do espago de fases ¢,p (coordenadas e momentos generalizados) em Fisica

Estatistica. Um célculo simples mostraria que o mesmo resultado ja nao seria vélido,

por exemplo, no espaco q,q = 3—2, ou, mais exactamente, que no caso geral o integral

f dq1dqs - - - dgydqs - - - dgy nao se mantém invariante para a evolucao natural do sistema.

1.5 O teorema de Lioville sobre a hipersuperficie de energia
constante g

Acabamos de ver que qualquer regiao limitada 2/N-dimensional do espago das fases — e em
particular qualquer regido elementar (q,p,q + dg,p + dp) — tem a sua medida invariante
ao longo do tempo. Se considerarmos portanto uma pequena regiao 2/N-dimensional na
vizinhanga de um certo ponto ¢, p (ver figura 1.2) e de medida

N

AV = dgdp = [ [ dardps ,
k=1

os pontos representativos que num dado instante partem dessa regiao irao constituindo ao
longo do tempo uma pequena regiao 2/N-dimensional cuja medida permanece a mesma.

Ora, foi dito acima que os sistemas macroscépicos que nos ocupam admitem todos
um integral da energia, ou seja, qualquer evolucao possivel do seu ponto representativo
realiza-se sempre sobre uma mesma hipersuperficie do espaco das fases, H(q,p) = FE = cte,
constituindo uma regido (2N — 1)-dimensional (ver figura 1.3. Se o ponto representativo
parte de uma dada posicao ¢, p (sobre X g), uma vizinhanga dessa posigao inicial compativel
com o mesmo valor E da energia tem de ter os seus pontos também sobre X g: trata-se
portante de uma regidao (2N — 1)-dimensional e na sua evolugao ao longo do tempo vai
sendo transformada noutra, também (2N — 1)-dimensional e sempre sobre X p.

S6 que nada nos garante que a medida desta regiao (2N — 1)-dimensional permacega
constante. Ou, mais exactamente: nao definimos até agora qualquer medida para regioes
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Hgp)=E
b
Ve
av
O
Hgp)<E

Figura 1.2: Representacao de um volume Vg numa regiago 2N -dimensional, encerrado por
uma superficie fechada 3.

do espacgo das fases a 2N — 1 dimensoes (mas apenas — ver acima — a 2N dimensoes),
pelo que nao faz sentido afirmar que ela permanece invariante ou nao. Como tal, e pelas
mesmas razoes acima invocadas (“estados que se deduzem necessariamente uns dos outros
devem ter a mesma probabilidade”, etc.) seria extremamente 1itil que pudéssemos também
aqui proceder de modo andlogo e definir uma medida adequada para regidces M a 2N — 1
dimensoes (contidas na hipersuperficie ¥ g) que seja invariante para a evolugao natural do
sistema (sobre X ), tal como aconteceria com a medida

/dV

D

para regides D a 2N dimensoes em virtude do teorema de Liouville. Vamos entao ver que
essa medida vem dada por

dy
_ 1.16
/ lgrad H | ( )
MCSp

Demonstragdo. Para isso procedemos da forma que a seguir se descreve (ver figura 1.4). No
espaco das fases I'oy consideramos a hipersuperficie X g de equagao H(X = ¢q,p) = E e a
hipersuperficie “infinitamente préxima” desta, X g qg, de equacdo H(X = ¢,p) = E+dE.
Em Xg é dada uma certa regiao limitada M, e designamos por d¥ o seu elemendo de
drea (2N — 1)-dimensional. Associado a cada d¥ definimos um vector elementar dii, 2N-
dimensional, ortogonal a d¥ e compreendido entre X e ¥ qr. Temos assim identificado
um “cilindro” elementar 2/N-dimensional, dX, d7i, “compreendido entre” as duas hipersu-
perficies, e a unido de todos estes cilindros constitui uma regiao que designamos por D. A
este dominio 2N -dimensional D pode entao aplicar-se o teorema de Liouville.
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Figura 1.3: Representa¢do da evolugao de uma regiago (2N — 1)-dimensional numa hiper-
superficie de energia constante, Y.

No que se segue utilizaremos frequentemente a notacao

[1@av = [ 10 = Pla.p)iads (1.17)
Ve H(qp)<E

para designar o integral de uma fungao f das 2N coordenadas candnicas (isto é, do ponto

representativo) numa regiao “interior” a uma hipersuperficie X g, ou seja, em todo o dominio

de espaco das fases onde o valor da energia do sistema seja igual ou inferior a F.
Com esta notacao, a medida da regiao 2/N-dimensional D vem dada por

/dV: /f(P)dV: /f(P)dV: /_/ F(P)av | (1.18)
Ve

q,p:
p E<H(q,p)<E+dE VE+dE VE+dE

com f(P) definida por
1, sePeD

F(P) = {0 eriD (1.19)

Sendo esta medida invariante de Liouville, segue-se que também o serd a sua divisao pelo
escalar infinitesimal dE, ou seja, a derivada de [ f(P)dV em ordem a E:
Ve
[ f(P)av — [ f(P)dV
Vi

Vetae .
— = dE/f(P)dV, (1.20)

Adiante demonstraremos que, sendo f(P) uma funcio integravel em I'a, se tem?

d dX
° V/ F(P)AV = E/ PP (121)

2 ; mensi OH OH OH OH oH
grad H é o vector 2N-dimensional de componentes Dar’ Daz’ " Dan Bpid " Dpa
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Tpar Higp) = E+dE

ZpHigp)=E

Figura 1.4: Representacdo do elemento de volume 2N -dimensional entre as hipersuperficies
YpidE € XE.

pelo que a aplicacao deste resultado a deducao anterior permite concluir a invariancia
segundo Liouville (isto é, para a evolugao natural do sistema) da expressao

/ dX
|grad H |
MCSEp

como medida de qualquer dominio M a 2N — 1 dimensdes contido numa hipersuperficie de
energia constante Y. Trata-se, portanto, de um invariante de Liouville. O

Nota. Tal como acima referimos que o caso das regides a 2/N-dimensoes, também aqui se
poderia ter demonstrado a invariancia da expressao anterior afectada de uma “funcao de

peso”, ou seja, a invariancia de
dx
FP)—— , 1.22
| e (122)
MCSpg

onde F(P) é qualquer funcao somavel. Ora, nada obriga a que uma dada evoluc¢ao do ponto
representativo sobre X g tenha ‘a priori’ a mesma probabilidade que outra evolugao também
sobre Y, se bem que os diferentes estados que se sucedem numa mesma evolu¢ao tenham
a mesma probabilidade, cuja densidade (ndo normalizada) é proporcional a |grad H|~'dX.
Por outras palavras, teremos entao para a probabilidade de um estado elementar associado
a uma regiao infinitesimal da hipersuperficie X g, de medida d¥, uma expressao da forma

dx dx

Pr(Pedy)=G|(——— | = =
r(P € dX) G<‘gradm) p(q,p)|gradH|7

(1.23)
com uma certa fungao somavel p(q, p) que adiante determinaremos. E para a probabilidade
de um estado associado a uma regiao nao infinitesimal e limitada D C X g, vira

d¥

—_— . 1.24
|grad H | (1:24)

Pr(PeD=|JdS CXp)= > Pr(Peds)= /p(q,p)
dscD DES
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YErdE

Figura 1.5: Representa¢do dos hipervolumes Vi e Viiag, de medidas V(E) e V(E + dE)
respectivamente. As hipersuperficies ¥, com x = E crescente, encerram no seu interior
hipervolumes com © < E.

Passando agora a dedugao da igualdade utilizada na dedugao do teorema, comecamos
por referir sem demonstracio as seguintes propriedades “naturais” da medida®

V(E)=M(Vg) = /dV
Ve
de uma regiao 2 N-dimensional, Vg, contida no “interior” da hipersuperficie X g (figura 1.5):
1. V() é funcdo mondtona crescente de x.
2. V(z=0)=0, V(z =00) = 0.
3. 0<z <x9g = M(Vpy — Vo) = M(Vy,) — M(Vy,), onde V,, — V;, designa a regido

compreendida “entre” ¥, e X,,, ou seja, o conjunto dos pontos ¢,p do espaco das
fases tais que z1 < H(q,p) < z2.

Nota. Estas propriedades podem confirmar se, por exemplo, no caso de um gas perfeito

(ver adiante), em que
7
E= —

e V(E) se reduz a medida do volume de uma (hiper)esfera.

Demonstragao. Calculemos entao o integral

/f(P)dV
Ve

repartindo o dominio de integragao V. em regioes elementares contiguas de energia com-
preendida entre E e E + dE. O vector elementar dri, de médulo dn = |d7i|, é ortogonal a

3Distinguir entre V(E) e Vg!
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hipersuperficie ¥ e definido por dois pontos, um de g (de equagao H(X = ¢,p) = E) e
outro de X g qp (de equacao H(X = ¢q,p) = E+dFE). As suas componentes d X}, sao dadas
por

(o))
-~ 0Xy,
dX; =dn- d =dn  —F— 1.2
x = dn - cos (d7, &) Tgrad H] ° (1.25)
donde a expressao da variacdo da energia ao longo de d7i:
OF
oFE 90X,
dE = —dX P =dn- dH]| . 1.2
— Fo Z an Tgrad )~ O lerad Hl (1.26)
O integral toma entao a forma
dE
/f(P)dV: /f )dYXpdn | = | = /f PYdYp— | =
|grad H |
v, Ee(0,x) o EE(OJJ
(1.27)
o ds
= P)——— | dE
[\ S0 g |
E=0 \&g
donde, por derivacao em ordem a x,
d dx
— P)ydv | = P)———— . 1.28
=\ o | 1o (1.25)
Vz EE:QB
O

1.6 Probabilidade como frequéncia de realizacao de um es-
tado (Einstein)

Deve-se a Einstein uma outra maneira de encarar a probabilidade de um dado estado
(a0 qual estd associada uma certa extensao D do espago das fases, como temos dito).
FEinstein considera o ponto representativo do sistema na sua evolugao natural ao longo de
um intervalo de tempo muito grande (0,7"). Durante este intervalo o ponto representativo
atravessard a regiao D um certo ntumero de vezes, tendo passado no seu interior uma certa
fraccdo do tempo total T. Aumentando T indefinidamente, essa fraccao tenderd para um
certo limite (hipGtese: existéncia desse limite) o qual Einstein considera ser a probabilidade
do referido estado (a que D estd associado). Em resumo, temos a seguinte defini¢do para a
probabilidade:

T
1 1 PeD
Pr(estado<-D) = Tlim T / N(P(t))dt , com V(P =gq,p)= { > . (1.29)
—00
2o 0 sePé¢D

Temos assim introduzida a nocao de probabilidade como frequéncia de realizacao de um
dado acontecimento no tempo (neste caso, a passagem do ponto representativo no interior
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de D), por oposicao & nocao “estatia” acima dada como medida de um volume no espago
de fases. Adiante indicaremos como esta maneira de conceber a probabilidade, juntamente
com a chamada hipétese ergédica, permite fixar a forma da densidade de probabilidade

p(q;p)-

1.7 Ergodismo

Nos sistemas conservativos o ponto representativo desloca-se sobre a hipersuperficie de en-
ergia constante H(q,p) = E. Supomos igualmente que H(q,p) € o dnico integral primdrio
uniforme. De entre as varias questoes que se poem sobre a maneira como o ponto representa-
tivo evolui sobre X, a mais importante é a de saber se o ponto representativo efectivamente
passa por todos os pontos de X g ou se, pelo contrério, existem regides de X que nunca
serao atingidas pelo ponto representativo. A resposta é dada pela hipdtese ergddica que
afirma que para sistemas este tipo o ponto representativo varre toda a hipersuperficie X g,
passando tao perto quanto se quiser de qualquer dos seus pontos. Mais exactamente: dado
um ponto qualquer P € ¥ g e uma vizinhanca d¥ de P sobre X g, existe um instante de
tempo T = T'(P,dX) tal que em t = T' o ponto representativo se encontra no interior de
dX. Os sistemas para os quais esta hipdtese é vélida dizem-se sistemas ergddicos.

Nao é dificil encontrar sistemas (e mesmo muito simples) que nao sao ergddicos. Por
exemplo, um conjunto de particulas movendo-se horizontalmente e reflectindo-se com movi-
mento de vaivém no interior de um recipiente paralelepipédico (com arestas alinhadas se-
gundo os eixos ordenados) nao é ergédico. Mas nao s6 um tal sistema nao tem grande
realidade fisica, como a mais pequena perturbacao (por exemplo, uma particula ter compo-
nente transversal da velocidade tdo pequena quanto se quiser mas nao nula) originard num
curto intervalo de tempo a desordem no interior do recipiente?.

1.8 O teorema da recorréncia (Poincaré)

Consideremos um sistema cujo estado é identificado a cada instante por um conjunto de

M varidveis ¥ = (x1,x2,...,2)) sendo a sua evolu¢do governada por um sistema de M
equacoes diferenciais ordinarias da forma
L dr = . dxy,
xz—t:X(xl,xQ,...,mM) = xk:E:Xk(xla-wi-wxM), k=1,2,....M .
(1.30)

Facamos as seguintes hipéteses:

1. As M funcgoes X} sdo supostas ndo conterem explicitamente o tempo t.

2. As M funcbes X}, sao tais que
divX=S ="k =o. (1.31)
Como se sabe esta hipotese traduz a “incompressibilidade” do fluido M-dimensional

cuja evolucao temporal é regulada pela equagao (1.30), isto é, a medida de qualquer
regiao deste fluixo conserva-se ao longo do tempo.

4 . , .
Traduzir este exemplo no espago fisico e no espaco das fases.
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3. A evolugdo do ponto representativo do sistema estd confinada a uma regiao lim-
itada do espaco M-dimensional (z1,z2,...,z)) que designamos por {2, com me-
dida finita M (€2). (O “fluido” esta contido no interior de um “recipiente” fechado
M-dimensional.)

E evidente que os sistemas hamiltonianos conservativos (hamiltoniano ndo dependente
de t) estao abrangidos por estas hip6teses, sendo M um inteiro par (M = 2N), X dado

por (z1,x2,...,xp) = (q1,92, - -+ Gn, P1,D2, - - -, PN) € as equagdes de evolugao da forma
Bo= Be= (1.32)
ou seja,
a—H sek=1,2,...,N
X, =4 . (1.33)
—8—H sek=N+1,....2N=M
di
Quanto a segunda hipotese ela é assegurada pelas equagoes de Hamilton:
OX), 0Xp <N 0Xp w
v ¥ = Z o, Z TP e D Atk Z O (o) =
(1.34)

Os sistemas hamiltonianos conservativos sao portanto um caso particular extremamente
importante a que se aplica o seguinte:

Teorema 1.2 (Poincaré). Dada uma regidgo qualquer A, fechada, de medida tao pequena
quanto se quiser, pertencente a ), existem trajectorias do ponto representativo de (1.30)
que atravessam A infinitas vezes e em instantes de tempo tdo grandes quanto se quiser.
Ou mais precisamente: dado um valor qualquer do tempo, t1, tdo grande quanto se quiser
existem movimentos do sistema (1.30) para os quais o ponto representativo estd no interior
de A num certo instante t > t1.

Antes de proceder & demonstracido, queremos acentuar uma consequéncia da hipdtese
1 de importancia capital no que se segue, a saber: se um ponto representativo do sistema
(1.30) estd numa certa posigdo & = A no instante ¢ = 0 e numa outra posicio & = B em
t = 0, entao um outro ponto representativo que esteja em A no instante t = to, estara bem
Bemt= to + 0, e um ponto representativo que esteja em B no instante ¢ = to esteve em
A no instante ¢t = to — 0 — é a propriedade bem conhecida da autonomia de um sistema
da forma (1.30).

Ezercicio 4. Designemos por

—,

T = @(t;t1, A) (1.35)
a solugao de (1.30) que estd na posicao ¥ = A no instante ¢ = ¢1, ou seja,
A=@t=t;t,A) . (1.36)
Como (1.35) é solugao de (1.30) vem

%@(f;tl,ff) X( 5(t: tl,A)) . (1.37)
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Figura 1.6: Representacao da evolug¢ao da regiao Ay para diferentes instantes t (figura da
esquerda). Na figura da direita hd intersecgdo entre A, e o seu consequente-(s —r), As.

Substituindo nesta equagao t por ¢t + T,

d d
dt ~ d(t+17) (1.38)

e obtém-se d
S+ Tit, A) = X <<ﬁ(t+T; tl,A')) , (1.39)

o que mostra que G(t + T t1, A) é também solucao de (1.30): dada uma solucdo de (1.30)
a expressao que se obtém desta substituindo ¢ por t + T (7' é uma constante qualquer,

positiva ou negativa) é também solugao de (1.30). E esta nova solugao satisfaz a

-,

Pt+T =ty;t1,A) = A
Gt +T =to;t1,A) = B

@(t = tl - T7 tla g) ) (140&)

—,

=@t =t —T;t1,4), (1.40b)

isto é, passa em A no instante t;1 — 7 e em B no instante to — 1. Percorre portanto a mesma
trajectéria que a outra solucdo, apenas com um atraso (ou avango, no caso de 7' < 0) em
T unidades de tempo.

Nota. E 6bvio que este raciocinio ja nao é valido se t intervém na expressao de X.

Demonstragdo. Seja entdo em t = 0 uma certa regiao A de particulas do fluido M-
dimensional (isto é, um conjunto continuo e fechado de posi¢oes iniciais para o ponto
representativo de (1.30) em ¢ = 0). Definimos entao o antecedente (e, respectivamente, o
consequente) u (inteiro positivo) de A como sendo a regiao (igualmente continua e fechada)
ocupada em t = —u (resp. t = +u) pelos pontos representativos que em t = 0 estao em A.
Consideremos entao a posicao dos consequentes-u (u = 1,2,3,...) da regiao A. Como
por hipdtese a medida de ) é finita e a medida de A é preservada ao longo do tempo

segue-se que para
m(§2)

—_— 1.41

u > m(A) ( )
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tera de haver sobreposicao entre dois desses consequentes, isto é, existirao dois inteiros (por
exemplo, r e § com s > r) tais que o consequente-r e o consequente-s de A tém pontos
comuns. E entdo claro que A e o consequente-(s—r) tém pontos comuns, pois que (devido a
autonomia) o mesmo acontece com os respectivos consequentes-r, os quais mais nao sao que
0s consequente-r e o consequente-s de A acima considerados. Em resumo, existe um certo
consequente-p de A (p = s — r) que tem pontos comuns com A. Designamos esta regiao
por A’ (A’ é continua, fechada e A D A’) e recomegamos com A’ 0 mesmo raciocinio acima
utilizado a partir de A. Segue-se que existird um certo consequente-p’ de A’ (uma parte do
consequente-(p+p’) de A) que terd pontos comuns com A’; regido essa que designamos por
A" (com A’ D A”). Também A” terd um consequente-p” (parte do consequente-(p+p’ +p”)
de A) que tem ontos comuns com A”, e assim sucessivamente. Construimos assim uma
sucessao de conjuntos A D A" D A” O ... cada um dos quais estd contido no anterior,
com interseccao A = (), A®) nao nula (A, A’, A”, ... sdo fechados) e tais que se um ponto
representativo se encontrar em ¢ = 7 no interior de A®®), encontrar-se-4 no interior de
AGHD em t =T + pl®),

Consideremos entao um ponto representativo em ¢ = 0 de um certo ponto de A (P
pertence portanto ao interior de qualquer das regices A, A, A” ...). Partindo de A em
t = 0, estard portanto em A’ (contido em A) no instante ¢ = p, e por conseguinte (por
via da autonomia) em A” (sempre no interior de A) no instante p + p/, donde em A" no
instante p + p’ + p”, etc. Como p+ p' +p” + ... + p{™ tende para infinito, segue-se que o
ponto representativo retorna infinitas vezes ao interior de A. ]

1.9 Distribuicao microcanénica

No que se segue admitimos:

1. A hipétese ergddica.
O sistema possui como tunico integral primério uniforme a energia H(q,p) = E. O
seu ponto representativo passa tao perto quanto se quiser de todos os pontos de X g.

2. A recorréncia (teorema de Poincaré).
Partindo de um dado ponto de X5, o ponto representativo tornara infinitas vezes tao
préximo quanto se quiser desse ponto.

3. O conceito de probabilidade segundo Einstein.
A probabilidade de um dado estado macroscopico associado a uma certa regido ele-
mentar d¥. C ¥ — dada, como acima se viu, pela expressao p(q,p) - |grad H|~! - dX
— ¢ igual ao limite, quando T tende para infinito, da fraccao do intervalo de tempo
(0,T) que o ponto representativo passa no interior de d¥ durante a sua evolugao
natural. Supomos, naturalmente, que tal limite existe.

Em consequéncia destas hipdteses, vamos ver que p(q,p) é constante, ou seja, que o seu
valor é o mesmo qualquer que seja o ponto P = (g, p) considerado.

Demonstracao. Consideremos entao sobre X g dois pontos P; e P, quaisquer. Em virtude
de 1, é possivel determinar dois instantes, ¢t e t2, em que o ponto representativo passara
tao perto quanto se queira (distancias arbitrariamente fixadas) de P, e Py, respectivamente.
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Figura 1.7: Representacao da evolucdo do elemento de volume d¥; entre os instantes t = t;
et= tg.

Tome-se uma vizinhanca d¥;, de P; e a sua imagem natural {2 — ¢; unidades de tempo
depois, d¥,, que constitui uma vizinhanga de P». Em consequéncia da hipétese 2, o ponto
representativo, depois de passar tao perto quanto se quiser de P», tornard a regressar a
vizinhanca de d¥;,, e na sua evolugdo natural estard t3 — t2 unidades de tempo depois em
d3,, e assim sucessivamente: o ponto representativo vira passar infinitas vezes em dX,
e, de cada vez, ird passar em d¥;, to — ¢; unidades de tempo depois. Por outro lado, a
autonomia do sistema implica que a duracao de cada passagem do ponto representativo por
d¥;, éigual a duracao da sua passagem correspondente por d¥,, t2 —t; unidades de tempo
depois. Segue-se que os tempos totais passados pelo ponto representativo em d¥; e em
d¥;, num intervalo de tempo muito grande (0,7") sdo os mesmos e, em particular se-lo-do
também para T — oo. Em virtude de 3, esse valor comum vem entao dado por

dy dy
N = 1.42
(p(q,p)gde,)P1 (p(q,p)‘gmdm)jp2 , (1.42)

e como o teorema de Liouville sobre Y afirma a invariancia da expressao |grad H|™! - dZ
para a evolugao natural, conclui-se que p(P;) = p(P). Como P; e P, sdo quaisquer, vem

p(q,p) = constante = C' . (1.43)

O]

A constante C determina-se pela condi¢ao de normalizagdo a que a probabilidade tem
de satisfazer:

-1

dX
1= = _ . 1.44
[ oD i = / goar = °= | [ e (149
> Y B

E
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A expressao

dX d
Q=Q(F) = _— 1.4
(E) /]gradH! dF /dqdp (1.45)
EE VE

desempenha um papel capital no desenvolvimento subsequente da teoria e designa-se por
fungdo de estrutura do sistema considerado. Temos entao como forma final da distribuigao
elementar de probabilidade sobre Y g:

1 dx
Pr(PedXC¥p)= ———— . 1.4
H(P € C %) = 6 larad ] (1.46)

E para uma regiao finita D € Yg:

1 dx
Pr(Pe DCXp) = . 1.47
(Pene =g | (147)

DCSp

Esta distribuicao de probabilidade diz-se microcandnica e, por extensao, designamos por
microcanonicos os sistemas aos quais esta distribuicao se aplica, ou seja, resumidamente, sis-
temas hamiltonianos isolados admitindo a energia como tinico integral primario uniforme®.

Destas férmulas decorre o consequente formalismo probabilistico. Assim, para o valor

médio de uma dada grandeza F' = F(P) = F(q,p), funcao das coordenadas canénicas do

sistema, vird
1.48
/ \grad H| (49

3E

A média é tomada no espago das fases, em contraste com a média no tempo, acima
referida na definicao da probabilidade segundo Einstien. O que precede, contudo, permite-
nos mostrar, de uma maneira nao muito rigorosa mas sugestiva, a coincidéncia das duas
definicoes.

Demonstragao. Com efeito, temos para a média temporal de uma grandeza F’,

T
FEIJLI)I;O;/F(P(t))dt:(---):
0 ) . (1.49)
_PZdEF hm —T(P d¥) = /F(P)MM:F,
XE

onde 7(P,dY) designa o tempo que o ponto representativo do sistema passa no interior da
vizinhanga de d¥ de P. O

Esta igualdade da média temporal e da média “espacial” (no espago das fases) é talvez
a consequéncia mais importante, nomeadamente pela simplificacao de calculo que permite,
da hipdtese ergédica em sistemas microcanénicos.

5De um modo mais preciso, devem exigir-se as hipéteses 1, 2 e 3 acima enunciadas e que intervém na
demmonstragao.
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1.10 Funcao de estrutura

Na seccao anterior introduzimos a nocao de funcao de estrutura, como sendo a constante
de normalizacao da distribui¢do microcandnica,

dx
QE) = | —— . 1.
@)= [ =3m (1.50)
Xg
O seu calculo, porém, pode fazer-se mais facilmente fazendo apelo ao resultado acima
demonstrado,
d dx
— P)d = P)— 1.51
o frmar| = e (1.51)
V:c EE:z
com f(P)=1:
d dx
— [ dV = _ . 1.52
da;/ / |grad H | (152)
VI EE:a:

Temos portanto, designando por V(F) a medida da regiao Vg = {¢,p: H(¢,p) < E},

d

—V(E)=V'(E)=Q(E) . 1.53
Lv(E) = V() = o) (1.53)
A acrescentar as propriedades de V(E) acima enunciadas temos que Q(F) é também funcao
mondétona crescente do seu argumento e toma valores entre 0 e co.

Temos também o seguinte resultado:

Proposicao 1.3. Seja uma dada funcdo F do espago das fases e cujo argumento € o
hamiltoniano do sistema, ou seja, F = F(H(q,p)). Tem-se entao

x=F>
/ F(H)AV = / F(2)Q(z)de (1.54)
Ve, —VE, z=F;

onde Vg, — Vg, designa a regiao compreendida entre H(q,p) = E1 e H(q,p) = Es.

Demonstragcdo. A demonstracao é imediata, bastando subdividir o dominio de integracao
em dominios contiguos elementares limitados por superficies de energia constante. H(q,p) =
x, com x € (Eq, Fy). Na regido compreendida entre H = x e H = x + dx, I’ é constante e
igual a F'(z). Quanto & medida dessa regiao, ela vem dada por

dVv
V(E=x+4dz)-V(E=x)=dV = adx = Q(z)dx , (1.55)

donde o resultado da proposicao 1.3. ]
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1.11 Invariancia adiabatica

Comecamos com algumas consideracoes prévias em mecanica hamiltoniana. Seja no espaco
fisico real um sistema de pontos materiais de massas my. A relacdo entre as coordenadas
generalizadas do sistema, g, e as suas coordenadas do espaco tridimensional, x, é estabele-
cida por meio de certas formulas,

. oz
T = 9k(Q7a) , T = a kqs s (156)

onde a designa o conjunto de um ou mais parametros constantes cujo valor adiante faremos
variar no tempo. A energia potencial do sistema terd uma certa forma

V =V(z,a) =V(0(q,a),a) = V(qg,a) . (1.57)
Quanto a energia cinética,
1

a sua expressio nas coordenadas generalizadas vem igual al

e St S Pl ),
k 7,8 §

(1.59)
a0, aek) 1

1 ..
= 5 7,725 (; mg 3(]7« aiqs 5 ;T’r‘qu‘qs .

Sempre com a = constante, os momentos generalizados p e o hamiltoniano vém definidos

como habitualmente:

T
= = Thds (1.60a)

H=Zpsqs—L:Z<ZTsrqr) Gs— (T —V)=2T-T+V=T+V . (1.60b)

Mas se fizermos variar o parametro a, ou seja, se tivermos

xp = 0k(q,a(t)) , (1.61)

as expressoes para & vém alteradas, daqui decorrendo modificagoes para T', e por con-
seguinte para os momentos, a partir do hamiltoniano, etc. Mais exactamente, tem-se agora

. 60k(q7 a(t)) . aek(% a(t)) .
= 3 OO GO, (1.62)
. a0 (q’ CL) 89/€ (q7 CL) .. . 89/€ (qa CL) agk(Qa CL) . . aak(Qv CL) ?
2 _ Z k Z 2
Ly = - aqr aqs grgs + 2a g oa aqs qs +a da s (163)

SN.B.: A matriz de elementos T, é simétrica, ou seja, Trs = Tsy.
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donde a nova expressao para a energia cinética:

-1 00,00\ . . . 90y, 06y \ . 1., (00;\°
T=_ a. o rds A o s 5 = =
= T(Qv @L a) + (ITl (Qa (j> (1) + a2T0(q’ CL) = T(q’ (jy CL)

(1.64)

na qual Ty nao depende dos ¢, 77 é uma combinacao linear dos ¢ e T" é uma expressao
bilinear dos ¢ (mais precisamente, trata-se da mesma expressao (1.59) da energia cinética,
apenas com a variando, ou seja, com a = a(t), em vez do seu valor constante). A nova
expressao para os momentos conjugados é entao

_or _or oh_ 0%
Ps =94 ~ 04,  “0¢, " "og,

(1.65)

ou seja, por (1.60), p = p(p,q,q,a,a) = p(p,q,a,a), e consequentemente p = p(p, q,a, a).
A expressao de ps do tltimo membro é a do momento conjugado (1.60a), apenas com a(t)
em vez da expressio ¢ = constante. O novo lagrangeano vem igual a L = T — V, donde a
forma para o novo hamiltoniano:

= . ~ . ) o711 ) .
HEZPSQS_(T_V) :ZPSQS+GZ aq1QS_ (T+GT1+G2TO_V) =

(1.66)
=S pds +dTy — T — Ty — Ty +V
S

ou seja,

H = H(q,p,a(t)) — a*Ty = H(q,p,a,a) . (1.67)

O calculo habitual permitindo obter a derivada total de um hamiltoniano em ordem ao
tempo permanece obviamente valido (j4 que depende apenas da estrutura das equagoes de
Hamilton) para o hamiltoniano H nas coordenadas candnicas ¢, p, donde

dH 9H 0H, OH

Acentue-se que tudo o que precede, nomeadamente as duas tultimas equacgoes, é valido
qualquer que seja a maneira como a = a(t) varia no tempo. Dizemos entdo que temos uma
transformagao adiabdtica do sistema quando a(t) obedece as seguintes condigoes:

Regularidade: a?~0. (1.69)
Ordem de grandeza: d~0 . (1.70)

As equagoes (1.67) e (1.68) tomam entao a forma

H = H(q,p,a(t)) , (1.71)
dH oM

—=—aq. 1.72
d¢ 8aa (1.72)
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Das equagoes (1.67) e tendo em conta (ver equacao (1.65)) que

= p(p,q,a,d) =P _ %0
pbs = PP, 4q,a, Ps 94y’
obtém-se _ )
0OH OH OH dps OH . 0H 0°Ty
v Y - = _ . 1.73
9a ~ da Z 9ps 0a _ da “zs: 9ps 94:0a (1.73)
E introduzindo este resultado na equacao (1.72) segue-se que
dH OH., OH, .,~~0H 0*T) _ 0H .
e St 1.74
dt ~ 9a" 0a" “g:apsaqsaa 9a "’ (1.74)
ou seja, R
dH OH
— = —q . 1.
dt da (1.75)

Mas por outro lado, se partirmos da equacdo geral H = H — 42T} (valida para qualquer
a(t) — equagao (1.67)), obtemos por derivacao

dH  dH . ATy . dH dH dH
— = 2aiTy —dP D e — = 1.
a —oar T T at — dt (1.76)
donde, por comparacao com a férmula anterior,
dH OH
— =4 1.
dt Oa “ (1.77)

Trabalho, calor e evolugao de um sistema hamiltoniano. Como introducao ao que
se segue, resumimos agora alguns aspectos das nogoes termodinamicas de trabalho e calor,
na sua relacao com a evolugao de um sistema hamiltoniano.

Durante uma troca de trabalho de um sistema com o exterior, os parametros estruturais
do sistema sao modificados (por exemplo, a variagao do comprimento do brago de um
péndulo, a variacdo do volume de um recipiente contendo um géas, etc). Em consequéncia,
as equagoes de evolugao do sistema vém alteradas, e a sua forma pode mesmo ser muito
diferente da forma anterior. Se, contudo, a variagdo desse parametro for muito lenta e
regular (caso da evolugdo adiabdtica), a nova forma das equagoes é conhecida e obtém-
se simplesmente substituindo nas equagoes do sistema nao perturbado (ou seja, com o
parametro constante) esse valor constante do parametro pela fungdo que exprime agora a
sua variacao ao longo do tempo.

O caso da troca de calor é radicalmente diferente do anterior: os parametros estruturais
do sistema nao sao modificados, o mesmo acontecendo com as suas equagcoes de evolugao.
O que sucede, porém, é que devido a um processo essencialmente ndo hamiltoniano (ou
seja insusceptivel de ser descrito através das equagoes de Hamilton) as condigoes iniciais
do sistema se alteram, determinando uma modificagdo na sua evolugao ulterior. Tomando
como exemplo o caso de um gas constituido por particulas no interior de um recipiente,
durante um fornecimento de calor, a forma das equagbes que regem o movimento das
particulas nao se altera, mas devido aos processos de choque com as paredes do recipiente
a uma certa temperatura (ou seja, com as moléculas dessas paredes animadas de agitagao
browniana correspondente a uma certa temperatura) as particulas do gds vao adquirindo
novos valores para a sua impulsao e energia.
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1.12 Invariancia adiabatica de V(FE)

Sendo a um dado parametro constante associado a estrutura fisica de um sistema hamilto-
niano, a sua intervengao na expressao de H repercute-se na de V(E), ou seja:

V(E) = /dV — V(E,a) . (1.78)

q,p:H(q,p,0)<E

Quando fazemos variar a = a(t), o mesmo acontecera a expressao anterior de V. No que se
segue provamos entao que para uma variagao adiabética de a(t), V' permanece constante,
ou, mais precisamente que

dV(E,a)

=0. 1.79
7 (1.79)

Demonstragdo. Com a = a(t) o sistema, que era conservativo para a = constante, tem
agora a sua energia variando com os valores que ao longo do tempo vao tomando ¢, p e a:

E = H(q(t),p(t),a = a(t)) = E(t) .
Derivemos entao V = V(E(t), a(t)) em ordem ao tempo:

dV(E,a) 9VdE 0V

& _oEdt  9d° (1.80)

Esta expressao depende, como se disse, dos valores de ¢(t), p(t), a(t) através da expressao
de E. Calculemos entao o seu valor médio no tempo o qual, pela hipdtese ergddica, coincide
com a média nas fases, sendo esta dada por”

V(E,a) OoVdAE oV
e _9v b, 9v 1.81
at o8 dt T 9a"” (1.81)

Ora o factor g—g que aparece no segundo membro mais nao é que (ver equagao (1.45)), a
definicao da fungao de estrutura)

oV dx
—(F,a)=Q(F,a)= | —— . 1.82
SEE e =B = [ (1.8
XE
Atendendo a que se tem®
an_ o,
a  da"”
vem -
dﬂ_aﬂd_aid_a 1 OH d¥ (1.83)
dt  da  da  Q(E,a) ) Oa |grad H| '

XE

Quando a %—Z, é claro que %—Zda designa a medida do hipervolume elementar compreendido

70O valor médio nas fases s6 pode incidir sobre as expressdes que dependem de ¢, p.
8Demonstracio dada em mecanica analitica.
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oH
Hig, pa)+—da=E
(g.p.a) =
H(g.p.a)=E

Figura 1.8: Representacao de parcelas de hipersuperficie d¥X para uma variacdo arbitrdria
da do parametro do hamiltoniano H(q,p,a) do sistema.

entre as duas hipersuperficies de equagao

H=E e H+(2;/da:E (1.84)
a

(o valor de F é o mesmo, a é que varia). A variacdo dH ao longo de um vector ortogonal
a hipersuperficie H = F vem entao dada por:

OH
dH = ———da . 1.85
5q 0% (1.85)
Donde a medida do volume elementar
oV dx OH dx oV OH d¥
—da= | ———dH=- | —da——— — ==/ —— . (1.86
9a " / lgrad H| da a|grad H| ~ Ba Oa |grad H| (1.86)
EE E E

Introduzindo as expressoes assim obtidas na férmula acima para %—‘t/, conclui-se que

dt (B.a) ] 0ajgradd]  “ | 7] 9 jgrad ]

EE EE

AV (E,a) a1 oH dn OH dx
— . =0. (1.
/|gradH “0 0. (1.87)
XE

1.13 Entropia e temperatura

Consideremos de novo a equagao de partida da demonstracao anterior, (1.80), multiplicada

por dt

dVv oV dE oV da

ou seja (ver férmulas acima),

dV =Q(F,a)-dE —da - %—H-Q(E,a) . (1.89)
a
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Explicitando dFE, obtemos

v 9H

B el
d Q+8a

-da=6Q +0A . (1.90)
Ora o primeiro membro desta igualdade representa a variagao da energia (total) do sistema,
enquanto o segundo termo do segundo membro mais nao é que o trabalho §A trocado
reversivelmente com o sistema ao varia de da o parametro a. O primeiro principio da
Termodinamica leva-nos entao a identificar o primeiro termo do segundo membro com o
calor elementar §() trocado com o sistema durante a transformacao:

5Q = %V . (1.91)

No seguimento do que acima se disse, estes dois tipos de acréscimo de energia sao radical-
mente diferentes: durante a troca de trabalho dA por variacdo de a, a prépria estrutura
do sistema (o seu “regime de funcionamento”) vem alterada, a expressao do hamiltoniano
também vem modificada mas a forma (hamiltoniana) das equagoes permanece valida. No
fornecimento de calor a estrutura do sistema (hamiltoniano, parametros, etc) nao é modifi-
cada mas durante a transformagao intervém certas perturbacoes (colisdes) que nao derivam
das equacoes de Hamilton.

Uma consequéncia da féormula anterior é que nos permite postular a proporcionalidade
entre log V' e a entropia do sistema, isto é:

SxlogV = S=S=klogV . (1.92)

Com efeito, multiplicando por QV ™! a expressio acima do primeiro principio da Ter-
modinamica, vem

0 dv.  QoH 9) 0H
E como se tem
@ g% 0 1 E 4
T _0F _ 7 1.
V=~ gpleeV(Ea), (1.94)
a expressao anterior toma a forma
5, OH 0
Esta férmula pode entdo reduzir-se & relacdo bem conhecida da termodinamica’,
1 08 1 oS
desde que se postule que
S=cte-logV(FE)=klogV(E) . (1.97)

9T designa a temperatura absoluta.
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A constante k é designada por constante de Boltzmann. As férmulas anteriores mostram que
a grandeza mecdnica e geomética V(E) — a medida da extensao em fase contida no interior
da hipersuperficie H(q,p) = FE — rege o comportamento termodindamico do sistema. Temos
assim introduzido num contexto estatistico da mecanica e para um sistema (ou colectivo)
microcanonico a grandeza termodinamica entropia e, através dela, a temperatura, por meio

da definicao habitual

oS

— . 1.
35 (1.98)

Nl

1.14 A “insensibilidade” da expressao da entropia

Em muitas situagoes tratadas em Mecanica Estatistica verifica-se que V(E) depende de E
sob a forma V(E) = aE”, onde a ndo depende de E, e N é o nimero (muito grande) de
graus de liberdade do sistema em causa. Este facto arrasta, entre outras, a consequéncia
seguinte:

Proposigao 1.4 (“insensibilidade” da expressao da entropia). Se na expressio S =
klog V' substituirmos V(E) pela sua derivada (a fungdo de estrutura % = Q(F)) o valor
da entropia ndo vem alterado. Mais exactamente, para N — oo o0s dois valores diferem tao

pouco quanto se quiser.

Esta propriedade que soe designar-se por “insensibilidade” da expressao da entropia em
Fisica Estatistica e que, como veremos decorre essencialmente da dimensao muito elevada
do espaco das fases utilizado, g, p.

Demonstragcao. A demonstragao é imediata:

dv
log U(E) = log — = log(aNEN™) = loga +log N + (N — 1)log E =

dE
N loga+logN+N—11 > (1.99)
- N N N %
e fazendo tender N — o0, esta expressao toma a forma

. loga N
lim logQ(E)=N +log E') =log(aE") =logV(E) . (1.100)
N—o0 N

O

Temos portanto para tais sistemas (e sao muito frequentes em Mecénica Estatistica),

dv

S=klogV(E) =klogQ(FE), (com QFE)= @) .

(1.101)

FExercicio 5. Realgcar no texto os exemplos concretos que iremos encontrando onde estas
hipdteses sao aplicaveis.

Nota. Também se usa por vezes escrever

S = klog %dE = klog QdE = klogdV | (1.102)
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expressao que difere das anteriores por uma constante (klogdE) que nao depende das
propriedades do sistema, traduzindo portanto e apenas um valor diferente para a constante
arbitraria da entropia. A utilizacdo desta expressao é sobretudo aconselhada por razoes
dimensionais quando se entende que o argumento do logaritmo deve ser uma expressao

com as mesmas unidades de V(E), o que ndo acontece com Q(E) = $i.

1.15 O gas perfeito e a distribuicao microcanonica

Consideramos N particulas materiais livres, todas com a mesma massa m, contidas no
interior de um certo volume v do espago real (tridimensional, a ndo confundir com V(E)).
O conjunto das N particulas esta isolado: o sistema admite portanto o integral primério
da energia, e a hipdtese ergédica garante (pelo processo acima descrito) que se trata de um
sistema microcanénico. No que se segue vamos determinar a expressao de V(F) e a partir
dai obter a equacao de estado do gas.

No espacgo real tridimensional os trés graus de liberdade da particula n® k sao traduzidos
pelas coordenadas cartesianas xy, ¥, 2k, que adoptamos como coordenadas generalizadas:

. k
Tk’Ex/wyk‘azkEQ§ )aQ£ )7Q§)7 (k:172a>N) (1103)
A energia cinética e os momentos generalizados vém dadaos por

T = i %m <( ) + (qé’@)z + (qg’“’f) (1.104)

=1

(k)
pk) = a =mi® = ¢ =P (4=1,23 k=1,2,...,N) (1.105)
a aq k) a a m

e o hamiltoniano tem a forma

Zq ML= qu '+ P8+ ) — T =

k=1
Lo k k (1.106)
=5 (pg) +p() +p())-

k=1

o= ff o oo

q,p:H(q,p)<E

- [ [
o feone o

2 2
%Z({“) ) ><E

k=1

Tem-se entao para V(E):
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Nota. As particulas sdo supostas livres, isto é, ndo submetidas a qualquer forga, com ex-
cepcao das forcas elasticas de reaccao no choque com as paredes do recipiente, no interior
da qual as particulas se encontram. Talvez com mais rigor se deva dizer que as particulas
sao submetidas a um potencial que é nulo no interior do recipiente e infinito sobre as pare-
des, originando assim uma barreira intrasponivel as particulas. Em qualquer dos casos, a
consequéncia € a limitacao da integracao nas coordenadas espaciais ao dominio do interior
do recipiente, de medida v.

Definindo as 3N varidveis z tais que

(1) (N)
1

Pgl) Ps

, ..., X3N= ,
V2m 3 V2m

(1.108)

o integral toma a forma
V(E) = o (v2m)3N / -3N-- / day---dasy - (1.109)
x%+x§+...+x§N<E

Vemos que a expressao de V(E) faz intervir a medida da hiperesfera de raio V'E no espaco

euclideano 3N-dimensional, \/ ?24+ai+. .+ x% N < VE, expressao que calculamos em
apéndice a demonstracao. Donde a forma final para V(E):
m3N/2 3N/2 _ N (2mm B)3N/2

—cte-oV - E3N/2 . (1.110
NEEE) ey gy e (1.110)

V(E) = o™ (2m)*N/?
A entropia vird entao dada por
3N ,
S =klogV(E)= kNlogv—f—k:TlogE%—cte (1.111)

onde cte’ designa uma expressao que nao depende de v nem de E. A temperatura vem
igual a

1 9S 3N 1 E - 3
T -0E "2FE N Pl (1.112)
e uma féormula bem conhecida da termodinamica,
p_08
T Ov’
onde p designa a pressao, permite-nos obter a seguinte equacao para o gas:
P 1
f:k‘Nf = pv=kNT . (1.113)
v

1.16 Determinacao do valor da constante de Boltzmann

Aqui chegados, temos apenas de recordar uma equagao obtida por via experimental (Clapey-
ron, etc.) valida sob certas condigbes para gases rarefeitos e a que se dd o nome de equag¢do
de estado dos gases perfeitos:

pv =nRT . (1.114)
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Os resultados laboratoriais fornecem para R o valor de 8,317 x 107erg/grau. Fazendo entdo
N igual ao nimero de Avogadro, A = 6,025 x 1023(mol) ™" (ntimero de particulas contidas
numa molécula-grama de qualquer gas perfeito), obtém-se

po=kAT = (n=1)=RT — k= i = 1,380 x 10 *%rg/grau , (1.115)

onde n é o nimero de moléculas do gés e R é a constante dos gases perfeitos.

1.17 Calculo do volume da esfera M-dimensional de raio R

Um exercicio simples (ver demonstragao a seguir) mostraria que num espago euclideano de
dimensao M (M coordenadas ortogonais) o volume interior a uma (hiper)superficie esférica
de raio R,

M
> al=R?, (1.116)
s=1

é proporcional a RM e, por conseguinte, igual a CyyR™, onde C); designa o volume de
uma (hiper)esfera de raio unitario do mesmo espago M-dimensional.

Demonstragao. Consideremos a referida esfera M-dimensional de raio R como estado subdi-
vidida num grande nimero de “cubos” infinitesimais M-dimensionais com arestas “parale-
las” aos M eixos coordenados. Podemos, por exemplo, supor que o comprimento das arestas
de cada cubo é igual a R/N; (o (hiper)volume de cada cubo vem entdo igual a (R/N;)M),
com um valor muito grande para o numero inteiro N7 > 1. Partindo entdo do centro
da esfera (e origem das coordenadas) e seguindo a direcgao de um qualquer desses eixos
coordenados, existem N7 desses cubos infinitesimais dentro da esfera. Sendo N9 o nimero
total de cubos existentes dentro da esfera, o volume da esfera é entdao Ny - (R/N7p)M.
Tomamos agora uma esfera idéntica de raio R = 1 e procedemos da mesma maneira,
subdividindo-a no seu interior no mesmo nimero No de cubos: de novo existem entao,
ao longo de cada eixo de coordenadas, N1 cubos no interior da esfera, agora com volume
(1/N1)™ cada um, sendo o volume total da esfera Ny - (1/N1)™ = (). Comparando
as expressoes do volume das duas esferas, vem para a esfera de raio R, o volume total
CuRM. D

Passando ao célculo de C)y, partimos da expressao do (hiper)volume

/---(M)---/dxlde---dxM = CyRM . (1.117)
M

22<R
1

s=

Vemos entao que o hipervolume elementar compreendido entre as (hiper)esferas de raios R
e R+ dR, vem dado por

dR
dV = Cy(R+dR)M — CyRM = Oy RM (1 + mR) — CyRM = CyyMRMdR .

(1.118)
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Segue-se entao que o integral

+oo +oo M
- i
NE/(M)/G s=1 dmldedxM:
- - (1.119)
+oo +oo +oo
= / eix%dxl . / efa:%dx2 cee e / efx?wde = (ﬁ))M
—00 —00 —00
também se pode calcular repartindo a esfera em elementos dV:
+oo +oo +oo
X = /e_RQdV = /e_RQCMMRM_ldR =MCy | e ®RMAR . (1.120)
0 0 0
e utilizando a transformacao de varidvel de integracao
dt dt
R—t:R*=t = dR=— = — , 1.121
2R 2Vt ( )
obtemos
M7
R = —-Cy / e it ~ldt . (1.122)
0
Tendo em conta a definicao da fun¢do gama,
+o00o
I'(n) = / e "t (1.123)
0
obtém-se
M M
N=—Cyl'[ — ) . 1.124
your () (1.121)
A comparacao das duas expressoes para N permite entao concluir que
M2 aM/2
Cy = = , (1.125)
5T (%) T(F+1)

onde utilizdmos a propriedade bem conhecida da fungao gama: I'(s + 1) = sI'(s). Donde a
expressao final para o volume da esfera M-dimensional de raio R é:

CuRM = T g (1.126)
T eyt '
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1.18 Componente de um sistema

Se na expressao de um dado hamiltoniano certos pares ¢/,p’ de coordenadas canénicas se
encontram presentes num unico termo separado dos restantes pares ¢”,p”, dizemos que o
sistema tem duas componentes — a componente descrita por ¢/,p’ e a que é descrita por

q/l’ p/l:

H(q’p) _ H/(q/,p/) JF H”(q”,p”) . (1127)

Por outras palavras: ¢, p designa a uniao do conjunto de N’ pares de coordenadas candnicas
q,p e N" pares ¢",p", com ¢, p' presente apenas no termo H’, enquanto H” depende apenas
de ¢”,p”. O nimero de pares de coordenadas candnicas que intervém no hamiltoniano como
um todo é N = N’ + N”.

Comecamos por referir uma consequéncia imediata desta separacao, a saber, a conse-
quente separacao das equagoes de Hamilton para H em dois conjuntos totalmente indepen-
dentes — um para H' e outro para H” — com varidveis exclusivas de cada componente,
ou seja, o sistema “total”

H (q,p =(d,p) U(q",p”)) =H'(¢,p)+H"(¢",p") =cte=FE (1.128)
. OH
Gk = 7 —
Opk
k=1,2,...,N=N +N" 1.129
) B 8H ) ( 9y 9 ) + ) ( )
=g

toma a forma

H/ — Hl(q/,p/)
) ,
qr:@ , r=12...,N", (1.130a)
T
) oH
ih= =5
oq..
(H// _ H”(q”,p”)
I/ oH "
qS - ap// 5 S = 172,...,N . (1.130b)
S
. OH
p’s’ =~
dq;

Associamos entao a cada uma das componentes o seu espaco de fases, o seu ponto repre-
sentativo, a sua dimensao, o elemento do seu hipervolume, a medida da extensao em fase,
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as repectivas funcoes de estrutura, etc.:
H'=H'(¢,p) =~ T"=T5y

dV’' =dgq] ... dpl\,

, (1.131a)
V(B = de’
q p':H(q ,p")<E'
d
QE)= —V'(E
(B) = V(B
H// — H//(q//7p//) <>_ 1’1// — 1"/2/N
dv” =dgqf ... dp.,
(1.131b)
V//(E//) = f dV//
q//7p//:H(q//7p//)<E//
\Q//(E//) = d‘(;” V//(E//)

Os espagos euclideanos I e I sdo ortogonais entre si e a evolugao do ponto representativo
do sistema “total” pode ser seguida pelos pontos representativos PR’ e PR, projeccoes do
ponto representativo PR em cada um deles. Tem-se, naturalmente, I' = IV ® 'V, e para o
elemento de volume no espaco das fases “total”, dV = dV’-dV".

1.19 Distribuicao de probabilidade para uma componente de
um sistema microcandénico

Decorre das préprias nocoes basicas da teoria de probabilidades que a distribuigao estatistica
para os valores das coordenadas “totais” q,p = ¢’,p’,q¢",p”, necessariamente implicard uma
certa distribuicao para uma sua qualquer componente, por exemplo, para as coordenadas
q,p’. Ora, ji4 vimos acima qual a forma dessa distribuicao para o caso de um sistema
microcanonico, de coordenadas “totais” ¢,p. Vamos entao determinar, no que se segue, a
probabilidade para que PR’ tenha os valores ¢/, p’ das suas componentes no interior de uma
dada regiao M’ C TV C T' (independentemente dos valores que possam tomas os ¢”,p").
Para isso comecamos por considerar uma regiao M C I' de que M’ é a projeccao em I", ou
seja, M é constituida por todos os pontos de I' cujas componentes ¢’,p’ estdo em M’ —
sendo os ¢”,p” quaisquer. Segue-se que a probabilidade pretendida se reduz assim a uma
probabilidade em I', onde vigora a distribuicao microcandnica, ou seja,

dX

—_— 1.132
lgrad H| ’ (1.132)

Pr(PR' € M) =Pr(PR € M) = Q(lE) /

MNOSg

onde a regiao de integracao indicada traduz a possiblidade de a regiao M nao estar toda
contida em Y g, e E designa a energia constante do sistema microcanénico “total” ¢,p =
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¢, p"Uq",p". Fazendo intervir a fungdo caracteristica do dominio M, isto é, a fungéo

(independente de ¢”,p")

1, seq,p€ M, ou seja,
se ¢',p' € M' e ¢",p" quaisquer

O(P)=0(¢,p=4,p" | Jd".p") = =o(d,p) ,
U 0, segq,p¢ M, ou seja,
se ¢,p' ¢ M' e q",p" quaisquer
(1.133)
a integracao transfere-se agora para toda a hipersuperficie ¥,
1 d¥
Pr(PR’ M/:/<I>P. 1.134
r( € M) Q(E) ( )|gradH| ( )
YE
Aplicando entdo a férmula
d dy
— P)dVv = P)—— 1.135
5 e = [ e (1.135)
Ve pIp
obtemos (ver seccao 1.5)
Pr(PR € M) = — L4 / sPyav | = -4 / o(q,p)dvV'dv” (1.136)
Q(E) dE Q(E) dE ’ S
VE VE

Para procedermos & integracao, separamos o integral em ¢’, p’ e ¢”, p”, e como ® nao depende

de ¢”,p", ele toma a forma
/cbdv’-/dv”, (1.137)

restando averiguar os respectivos dominios de integragdao. Ora, a integracao global tem
lugar em Vg, isto é, na regidao de I' onde H < E. Considerando entdao uma vizinhanca de
um ponto qualquer ¢’,p" de I onde H'(¢',p’) tem um certo valor (suposto menor que E),
essa vizinhanca deve entrar na integragao, desde que se integre, correlativamente, em todos
os pontos de I onde H” seja menor que E — H'(¢',p') — pois que deste modo vird para a
soma H' + H"” = H um valor inferior a E, como tem de ser. Resta-nos entao fazer variar o
ponto ¢, p’ que assim determina a correspondente regiao de I'”. Acresce que nem sequer é
necessario a restrigao acima imposta de H'(¢/,p’) ser menor que F pois que, nao o sendo,
na regidao correspondente a I'" terfamos H" negativo ou nulo!?, pelo que essa regido seria
de medida nula. O integral vem entao dado por

/@dV’ /dV” —/ /dV” odV' = /V”(E—H’)tde’ = /V”(E—H’)dV’.
I H'<E—H' N H'<E—H' g M!
(1.138)

0provar!
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Temos entao a probabilidade

/ n 1 i / " ! 3
Pr(PR eM)_—Q(E)dE V'"(E—HAV' | =
d

(1.139)

1 " ! ! 1 / " ! /

=—— [ — E-H =—— | Q(E—-H .
Q(E) / dE(V ( Nav Q(E) ( v
M/ M/
Em conclusao: a distribuicao
Q” E _ Hl / /

Pr (PR’ € dV'(¢,p)) = ( (1) gy (1.140)

Q(E)

d4 a probabilidade para que PR/, o ponto representativo da componente ¢’,p’ tenha a sua
posigao em ¢, p’, a menos de dV’ = dq¢'dp’, sendo:

e () = fungédo de estrutura do sistema “total” ¢,p = ¢',p'J¢"p";
e H’' = hamiltoniano da componente em questao, ¢’,p’;
e O = funcao de estrutura da componente ¢”,p”, “complementar” de ¢, p’; e

e E = energia do sistema total (“soma” da duas componentes).

A partir desta distribuicdo podemos determinar, em particular, a probabilidade para
que a energia H'(¢',p’) = E' da componente ¢/, p’ tenha um certo valor compreendido entre
E| e E:

z=FE,
1 1
Pr(H € (E},E})) = — O'E-HHYAV = — Q"(E - 2)Q (z)d
q’p': z=FE]
E/1<H’(q/,p’)<Eé
(1.141)
onde utilizdmos a férmula
rx=F>
/ F(H)dV = / F(z)Q(z)dz . (1.142)
Vi, —VE, r=FE
Em resumo:
x=E},
Q' (E —x) (x)
Pr(H' € (E},E})) = / ) dz , (1.143)
z=E]
e para um intervalo elementar
Q'(E - ENOY(E
Pr(H' € (E',E'+dFE')) = ( 8 )dE’ : (1.144)

Q(E)
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1.20 A distribuicao canodnica

Seja um sistema hamiltoniano isolado (logo, microcanénico), de energia total (constante)

E=H(gp=d.pJd"»")=H(p)+H' (D), (1.145)
Supomos que o sistema:
1. E Macroscopico; e

2. Admite separacgao em duas componentes: uma, de coordenadas ¢’,p’, muito “pe-
uena”; e outra, ¢”, p”, muito “grande”.
) ) ) b

Com estas designacoes queremos significar que os valores da energia H' sao muito menores
que os valores tomados por H”. Quanto ao cardcter macroscépico, implica que V(E) seja
da ordem de EV, o mesmo acontecendo com Q(FE) — cf. a “insensibilidade” relativa de
logV e log (2.

No que se segue vamos estudar o comportamento da “pequena” componente no seio
do sistema macroscépico total ¢,p ou, mais precisamente, em contacto com a “grande”
componente ¢”,p”. Em linguagem termodinamica diremos que a grande componente con-
stitui um termostato que impoe a sua temperatura a pequena, traduzindo deste modo o
equilibrio térmico entre as duas. Esse equilibrio e as propriedades do pequeno (sub)sistema
sao entao, como se sabe, em larga medida independentes da natureza do termostato, e de-
pendem apenas da temperatura que este impoe. Todas estas propriedades termodinamicas
serao deduzidas a seguir num contexto estatistico, cujo resultado fundamental (ver adiante)
consiste na dedugao, a partir de uma distribuicao microcanénica para o conjunto dos dois
sistemas, de uma outra distribui¢ao (dita candénica) que rege o comportamento do pequeno
sistema em contacto com o grande, ou seja, de um sistema qualquer em equilibrio com um
termostato.

Para isso partimos da distribuicao acima deduzida

Q"(E-H'(¢,p))
Q(E)

Pr (PR € dV'(¢,p)) = av’, (1.146)

que vamos particularizar de modo a ter em conta as hipdteses que acabamos de supor para
o conjunto das duas componentes.

Como H’ toma valores muito pequenos, parece natural efectuar um desenvolvimento
de Taylor para Q”/(E — H') e nele desprezar os termos a partir de certa ordem. Acontece,
porém, que esse desenvolvimento tem uma convergéncia muito lenta, tornando-se dificil

seleccionar os termos que se podem desprezar'!. O mesmo ja nio acontece, contudo, se

11 s .
Resolver como exercicio.
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procedermos ao desenvolvimento do logaritmo. Com efeito, vem entao:

d 10g Q// Hl2 d2 IOg QII
log Q' (E — H') =log QY (E) — H' - | - =
s ) =logH(E) aE |, Tae |,
2
aa 2 2 o (dQ”>
H'* dr? dE
—log V/(E) — H'—9E— 4 .
O"(E) 2! 02
" N”ENN*l
zlogEN _H/W+
]’_]’/2 N//<N// _ l)EN”72EN// _ (N,,ENllil)Q (1147)
21 (EN//)2 - =
” N// H12 N//
_ N gprtV Ay B
=log & T < E2) .=

" H' 1 (H\?
=logEN - N'"[=+>[=) —...| .
°8 <E+2<E> )

E para que o terceiro termo seja muito menor que o segundo é necessario exigir que

1 (H\®> H
— | = — — H' < 2F, 1.148
() < e i
0 que constitui, ja por si, uma das hipéteses de partida. Em consequéncia, vamos entao
partir do logaritmo da distribuicao da probabilidade e nessa expressao proceder ao desen-
volvimento de Taylor, ou seja:

e AR 2 TPV W)
log Pr(PR’ € dV'(¢/,p")) =log (Q (E Q(}é)(q’p))dV’> =

=1log Q"(E — H'(¢,p")) + log <S§(‘g)> = (1.149)

d dv’
_ " = 7V NI 7
=log Q'(E) H(q,p)dElogQ (E) + log <Q(E)> )

A constante
1 d

N dE

que depende unicamente da estrutura e caracteristicas da “grande” componente ¢”,p” (o
termostato), desempenha um papel capital em toda a teoria. Introduzindo a sua defini¢ao
na férmula anterior, obtemos

log Q"(E) , (1.150)

1 !
log (Pr(PR’ € dV'(q',p'))) = log @"(B) = H'(¢', /) + log <§<VE>> —

= Pr(PR' e dV'(¢,p))) = %I((EE;) exp (—H,(Z;’p,)> dv’ . (1.151)

Concluindo (e omitindo as plicas na notacao): dado um sistema qualquer de hamiltoniano
H(q,p) em contacto com um termostato (isto é, um “grande” sistema que lhe impoe o seu
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equilibrio), a probabilidade para que o seu ponto representativo esteja em ¢, p a menos de
dgdp = dV é dada pela chamada distribuicdo candnica, de expressao

Pr(PR € dV(¢,p)) = cte - exp (_H(g, p)> dv, (1.152)
com o)
cte = AE) (1.153)

independente de q, p.

Nota. Adiante se deduzira que a constante N é igual a k7", onde k é a constante de Boltzmann
e T é a temperatura absoluta. Podiamos portanto, e sem prejuizo, supor ja conhecido este
resultado e introduzi-lo a partir daqui na expressao da distribuicao candnica,

Pr(PR € dV (g, p)) = cte - exp (— H}i‘fz;p)> av | (1.154)

ja que aquela dedugao nao depende de nenhum dos resultados que até 14 se irdao obtendo.
Este valor de X = kT acaba assim de precisar o que acima deixamos dito: a grande
componente (o termostato) impde a sua temperatura — é a tradugao estatistica da nogao
de equilibrio térmico.

A partir desta distribuicao é possivel determinar o valor médio de uma qualquer grandeza
G (funcao da fase ¢, p) associada ao sistema que assim se encontra em equilibrio com o ter-
mostato:

_ H
Valor médio de G = G = cte/G(q,p) exp <—(§’p)> dv . (1.155)

q,p

Em particular a probabilidade para que o sistema (em contacto com o termostato) tenha a
sua energia F com valores compreendidos entre E; e E5 vem dada por

H
Pr(H € (E1, E»)) :/ Pr(PR € dV(q,p)) = cte / exp (_(g,p)) dv =
£y <H(1(£:P)<E2 Ev<H(ap)<F>
. (1.156)
:cte/e_gQ(E)dE,
Ey

utilizando a férmula
z=F>
/ F(H)dV = / F(z)Q(z)dx , (1.157)
Vi, —VE, o=F;
acima demonstrada (cf. seccao 1.10). Ou seja:

Es
Pr(H € (Ey, By)) = cte/e’iﬂ(E)dE : (1.158)

Eq
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e para um intervalo elementar de energia tem-se
Pr(H € (E,E +dE)) = cte - e ®Q(E)dE . (1.159)

A finalizar esta seccao acentuamos mais uma vez a ideia fundamental da demonstragao: é o
conjunto sistema+termostato que estd isolado, e portanto descrito por uma distribuicao mi-
crocanénica, sendo desta que se deduz, por meio da equagao (1.146) a distribui¢ao canénica
para o sistema.

1.21 Soma de estados, temperatura e entropia

A constante multiplicativa presente na expressao da distribuicdo candnica obtém-se nor-
malizando a probabilidade:

- cte/exp <—H(§’p)> v — é _ /exp <—H(§’p)> V=7.  (1160)

q,p q,p

A constante Z designa-se por soma de estados do sistema H(q,p) e é outra grandeza de
superlativa importancia em mecanica estatistica. Outra designacdo para Z é funcao de
particao. Nesta seccao vamos deduzir alguns dos principais resultados onde Z intervém.

Suponhamos que na expressao do hamiltoniano do sistema (em contacto com o ter-
mostato caracterizado por um certo valor da constante XN) existe um certo parametro a
caracterizando o sistema e que se pode fazer variar. Essa dependéncia em a reflectir-se-a
portanto nas expressoes de Pr e de Z:

H(¢,p,a) = Z = /exp (_H(q&p,a)> dV =Z(X,a) (1.161)
Pr(PR € dV(q,p)) = Z ' exp (—W) v . (1.162)

Escrevamos a probabilidade sob a seguinte forma:

H(q, p, a)) - <—Nlog Z(N,a) - H(a)>

Pr(PR € dV(q,p)) =exp <— log Z —

N N
S ELDEL TN
(1.163)
onde se definiu
DX, a) = —Nlog Z(R, a) . (1.164)

Partimos entdao da condigao de normalizacao da probabilidade,

1= /exp <¢<NC‘)N_H(“)> av , (1.165)
r
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que derivamos em ordem ao parametro a:

B Y(R,a) — H(a) 9 OH 1oy OH
o_/exp<N ) (aa 8a>dV N(aa aa) o (1166)
r
donde 5 5H
v _oH
%= Ba (1.167)

Recordemos que em termodinamica fenomenolégica é habitual designar por forca conjugada
com um certo parametro b a derivada 2 ab , vindo entao para a variacao da energia por efeito
da variacao db de b a expressao

OH

dH = —~db= Bdb . 1.168
m (1.168)

FEm consequéncia, e designando por A a forga conjugada com o parametro a, temos

oy O0H —
—=—=A. 1.169
oda Oa ( )
Derivemos agora em ordem a X a mesma condicao de normalizacao:
oY
SO~ (¢ — H)
_ Y(R,a) — H(a)\ o _ 1oy 1 =
0= /exp( R N dV = IR N2 (v —H), (1.170)
r
donde se obtém o6 1

Diferenciando esta expressao e introduzindo-a no préprio resultado, vem:

o () SN~ Fas

BN N2
Ni (N (gi’dbz + aﬂd _ dH) (- H)dN) _ (1.172)
7% <(;¢d —dH) _ —dH;—Ada
ou seja:
Rd <_§§> _ 4F - Ada . (1.173)

Sabe-se da termodinadmica que para os sistemas (macroscépicos) em equilibrio em que E
designa a energia, S a entropia, T' a temperatura, b um parametro qualquer caracterizando
o sistema e B a respectiva forca conjugada, se tem

dE=TdS+ Bdb = TdS=dE — Bdb. (1.174)
Por outro lado, atendendo a definicao de energia livre,

v=F-TS ,vem
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1 ov
S=—(F—-V¥)=——.

T( ) oT
Comparemos entao as quatro féormulas que acabamos de apresentar, sendo duas da ter-
modindmica (equagoes (1.174) e (1.175)) e as outras duas obtidas em mecéanica por via

estatistica (equagdes (1.173) e (1.171)):

(1.175)

oY — = ov
Rd (‘a&) —dH ~Ada <~ Td (—aT) — dE — Bdb, (1.176a)
da equagdo (1.173) da equacdo (1.174)
1 8 1 o
“(H — ) = —=—2 —(F—-—V)=—— . 1.1
CH-w) = o Lpwy =2 (1.1760)
da equagdo (1.171) da equagéo (1.175)

E evidente que hé entre elas uma semelhanca ébvia, que pode mesmo ir até a identificacao
se postularmos que:
Nox T, (1.177)
Y=V, (1.178)
Adiante veremos que a constante de proporcionalidade entre X e T' é a prépria constante

de Boltzmann. Podemos sem inconveniente admiti-lo edsde ja, pelo que a expressao final
da distribuicao canénica toma a forma

H
Pr(dV(g,p)) = Z 'exp (—W) av | (1.179)
_1 E
Pr(E,dE)=Z""exp %7 Q(E)dE (1.180)
sendo a energia livre, a entropia, a energia total e a soma de estados dadas por
UV=H-TS=—-kTlogZ (1.181)
0 ov
ov
E=V4+TS=V-T—=... 1.1
+7TS a7 (1.183)
H
Z = Z(a,T) :/exp _H@pna) gy (1.184)
kT
r

A expressao anterior (1.182) pode dar-se ainda outra forma, de grande aplica¢ao prética:
E
S:klogZ—i—T , (1.185)

onde F ¢é o valor médio da energia do sistema, fornecido pela distribuicao candnica.

Demonstragao. Com efeito, vem
Z = /e_kHTdV — g—i = /e—k’? (H) av = ZZ_l/He_ig“dV = %E
I I r
(1.186)
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onde, para S,

S

N

oZ
kKT Z —
= 8T(leogZ):klogZ+kT—‘? =klogZ + — 5B =klogZ+ = . (L187)

O]

Também para a energia podemos apresentar outra expressao que por vezes substitui
com vantagem a férmula (1.183) acima, e que é

9
E=kT? —logZ . 1.1
k 5T 108 (1.188)

Demonstracao. Com efeito, tem-se ¥ = E — TS, donde

o 0
E=V+TS=(]) ——leogZ+T<—8T> = () = ~kTlog Z T~ (~kTlog Z) =

= —kTlog Z + T(klog Z + kTi log Z) = kTQilogZ .

or oT
(1.189)
O
Refira-se ainda que tendo em conta o significado fisico da energia livre,
)\ _v
V=—-kTlogZ = 10gZ:—k—T = Z =¢ T, (1.190)
a distribui¢do candnica pode também escrever-se sob a forma
H ,
Pr(q,p) = Z lexp _7(q,p) — otir -e_% (1.191)
kT
ou seja
V—H(q,p)
Pr(q,p) =e  *7 . (1.192)

Recordamos, a finalizar esta secgao, que a no¢ao de temperatura foi primeiro introduzida
no ambito da distribuigdo microcanénica (isto é, para um sistema isolado de energia E),
através das férmulas (1.98) e (1.101). Assim, supondo o sistema macroscépico, temos:

S=klogV(E) ~ klogQ(FE) 1

d d
— = E)~ —1logQE). (1.1
1 98 = T dEogVH dEog() (1.193)

T OF
Passando & distribuicao candnica, o sistema estd em equilibrio térmico com um termostato
(isto é, com um “grande” sistema ¢”,p”) e, como acabdmos de ver, a temperatura (comum)

vem agora definida por
1 d
— = —1logQ"(E 1.194
= e log0(B) (1.194)
onde F é a energia total do conjunto sistema+termostato (que praticamente se pode iden-
tificar & do termostato, apenas) e Q" é a fungao de estrutura do termostato.
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De assinalar que com a introdugao do conceito de energia livre ¥ em mecanica estatistica
se pode dar & expressao da distribuicao candnica uma forma equivalente de grande utilidade
pratica. Atendendo a que

—kTlogZ =0 = Z=c T (1.195)
vem, por substituicdo na expressao da distribuicao canonica,
Pr(q,p,dq,dp) = Pr(q,p)dgdp = Zte™ = dgdp = eTRT o™ i dgdp , (1.196)
ou seja,
Pr(q,p,dq,dp) = exp <‘1’—IiijEq,]?)> dgdp . (1.197)

1.22 Temperatura e entropia (continuagao)

Nesta seccao vamos deduzir de novo alguns dos resultados apresentados o nimero anterior,
utilizando uma via um pouco menos rigorosa mas sugestiva. Consideramos um sistema
macroscopico em equilibrio a uma certa temperatura T', traduzido estatisticamente por
uma distribuicao candnica:

Pr(dV(g,p)) = Z e ®dV = PdV | (1.198)

onde P designa a densidade de probabilidade. A energia média do sistema vem dada por

E= /HPdV : (1.199)
r

Consideramos entao o diferencial desta expressao,

dE = / dHPAV + / HAPAV . (1.200)
T T

No segundo o membro, o 1° termo traduz uma modificacao infinitesimal da expressao do
hamiltoniano enquanto a distribui¢ao de probabilidade P (logo, as propriedades — a tem-
peratura — do termostato) permanece invariante. No segundo termo é o inverso: o hamil-
toniano é o mesmo e a temperatura do termostato variou infinitesimalmente. Tendo em
conta o que acima deixdmos dito sobre calor e trabalho (cf. seccao 1.11), a equagao anterior
traduz portanto a alteracao da energia total do sistema numa transformacao reversivel em
que o primeiro e segundo termos do segundo membro mais nao sao, respectivamente, que as
quantidades elementares de trabalho e de calor trocadas (reversivelmente) com o sistema.
A equacao mais ndo exprime portanto que o primeiro principio da Termodindmica no caso
particular de uma transformacao reversivel,

dE = 6Qyey + 6 Arey - (1.201)

O desenvolvimento do célculo ira precisar este facto. Com efeito, e supondo a contribuigao
mecanica para a variacdo da energia como unicamente devida a variacao de volume do
sistema, o primeiro termo vem igual a

H E

/dedqdp = /avadqdp = dva— = —pdv = §Arey - (1.202)
v v

r r
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Nota. Em termodinamica, a mesma situacao ¢é traduzida por
OF
0Arey = —pdv = a—dv , (1.203)
v

enquanto que em mecanica estatistica a férmula correspondente vem

OF
(SAreV = %dv . (1204)

Segue-se entao que o segundo termo traduz efectivamente a quantidade elementar de
calor:

0Qrev = /Hdeqdp . (1.205)
r
Ora da expressao da densidade de probabilidade na distribuicao candnica segue-se que
_ -1 - H
P=7Z"¢e N = log(ZP) = X = H = —RXlog(ZP) , (1.206)

férmula que introduzida na expressao de 6Qrey conduz a

0Qrev = /(—Nlog(ZP))deqdp = —NlogZ/deqdp - N/logP -dPdgdp =
r (1.207)

:N/logP~deqdp,

atendendo a normalizacao da probabilidade:

/dP -dgdp = d (/ qudp> =0. (1.208)

Mas por outro lado, atendendo a que se tem (de novo a normalizagao)

dP
d (/Plog qudp> = /dPlog qudp+/Pqudp: /log PdPdqdp , (1.209)

vem

0Qrev = —Nd (/Plog qudp) , (1.210)

ou seja, introduzindo a expressao de P,

0Qrev = — Nd </ Z e log (Zfle*%) dqdp> =

H E
=—Nd (Z—l/ <—10gZ — N) e—’idqdp> = —Rd <—logZ — N) ,

0Qrev E
L =d <logZ+ N) : (1.212)

(1.211)

donde
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Ora o segundo principio da termodinamica afirma que o Unico factor integrante de §Qyev
(isto é, a expressao que multiplicada por Qe dé para o produto um diferencial exacto
de uma certa funcao de estado) é o inverso da temperatura absoluta, sendo essa funcao de
estado a entropia. Daqui se segue que N tem de ser proporcional a T,

N=kT, (1.213)
vindo entao para a férmula anterior:
5Qrev E E
=d(logZ + — = logZ + = | . 1.214
T d(og +kT> = dS d(k og —i—T) ( )

Reencontramos assim a expressao deduzida na secgao anterior para a entropia (a menos de
uma constante aditiva):

Teorema 1.5 (teorema de Nernst).

E
S=klogZ + T - (1.215)
A esta férmula convém acrescentar outra, que decorre da expressao (1.210) para 0Qrey:
0Qrey N _ _
T = _fd Plog Pdgdp | = —kd Plog Pdgdp | =dS , (1.216)

pelo que
S = —k:/Plogqudp = —klog P . (1.217)

Nota. Esta formula exprime a relacao entre a entropia e a probabilidade: sabendo-se que
o sistema estd num dado estado é entao ai P = 0 e consequentemente S = 0. O valor
zero da entropia indica que existe informacao completa sobre o sistema. Quando, porém,
a distribuicao se faz sobre varios estados, cada um deles contribui com o seu valor de P.
No caso de uma distribuicao sobre um grande niimero de estados possiveis, alguns dos P
serao muito pequenos, originando valores muito grandes para a entropia através de — log P.
Naturalmente, S é sempre positivo pois que P < 1.

1.23 O gas perfeito e a distribuicao candnica

Consideramos um sistema formado por N particulas livres de igual massa m no interior de
um recipiente de volume v em equilibrio com uwm termostato a temperatura T'. Temos para
as suas coordenadas e momentos generalizados (cf. a notagao na secgao 1.15 — equagoes
(1.103) e (1.106))

ey =a?, e P k=12,...,N) (1.218a)
PP =mid? . (a=1,2,3), (1.218b)

e para o hamiltoniano

N
1 2 2 2
H(q,p) =) ¢PpF) —L=-->" <p§k> + P 4 p) ) . (1.218¢)
k,a
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A distribuigdo candnica toma entao a forma

Pr(PR € dq(q, p)dp(q,p)) =Z " exp (—H(q’p)> dgdp =

Lo ) ) ) (1.219)
_ k k k
=7 1exp (WZ <pg ) +pg) +p§) >> dqdp
e a soma de estados
H
ZZ/exp <— quj:p)> dV =
a.p
(1) (V) Lo (w2, 02, 2 (1) (V)
1 1
2/--~(q1 RNy 2 )--~/eXp <_Wk—1 (p1 +py +py ))dql dpy =
s$=-+00 3N r=-400 3N
1
_.N _ 2 _ N .2 _
=v / exp( Sk TS )ds v / exp(—z*)V2mkTdx
=™ (V2mkT)*N (V)
(1.220)
ou seja:
Z = N @2rmkT)?N? = cte - 0N - T3N/2 (1.221)
A energia livre, a entropia e a energia total em funcao de v e T' sdo (cf. secgao 1.21):
U(v,T) = —kTlog Z = —kT <N logv + gNlog(Qﬂmk) + ;Nlog T> , (1.222)
v
S, T) = 0% k| Nlogv+ §]\710g(27rk7”n) + §NlogT + §]€N , (1.223)
oT 2 2 2
E(v,T) = U+ TS = gNk:T . (1.224)

A relagdo (1.224) permite-nos usar indiferentemente E ou T' = $NKT como varidvel de
estado. Introduzindo-a na expressao (1.223) de S obtemos

S(E,v) =kNlogv+ gkleogE + cte , (1.225)

expressao ja acima encontrada no caso da distribui¢ao microcanénica (a constante designa
uma expressao independente de E e v). Adiante far-se-4 uma discussao sobre a coincidéncia
de resultados nos formalismos microcandnico e canénico.

1.24 Equiparticao

Sendo dado um sistema de hamiltoniano H(q,p) em equilibrio com termostato & temper-

atura T (distribuigao candnica), calculemos o valor médio da grandeza pngH:
s

J s G exp (—4F) dgdp
I

[ exp (—%) dqdp
r

oOH 1 OH H
psa ) =7 Ps aps exp <_k‘T> dgdp = (1.226)
I
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Ora como se tem

9 _HEN_(_ANoH  (_HY
aps P\ Tk ) T\ kT ) Bps TP\ TRT
OH H 0 o

vem, introduzindo na expressao do valor médio e integrando por partes em ps,

i[psa%s (exp (—%)) dddp

DPs7— = — KT - =
Ops J (=) dgdp
r

(1.228)
[ [psexp—i%] dgdp — [exp (=) dgdp
r

S :
f exp (f%) dqdp
I

onde no primeiro integral do numerador o dominio IV designa a integracao em todas as
coordenadas ¢, p com excepcao de ps, e o integrando é a diferenca da expressao no interior
dos paréntesis rectos tomada nos extremos do dominio de valores possiveis para ps, isto é,
ps = £oo. Ora ps intervém na expressao de H através da energia cinética, proporcional
ao quadrado do momento. Segue-se que nos paréntesis rectos o exponencial é o factor
predominante e é nulo. Donde

oH

ot — kT . 1.229
Ps o ( )

Ezercicio 6. Pode-se obter um resultado analogo a (1.229), a saber

OH
2 kT 1.2
q 2. k (1.230)

Nota. Neste caso, a hipotese que permite anular certos termos na integracao por partes
consiste em supor que a particula estd sujeita a um potencial, presente na expressao de
H(q,p), nulo no interior do recipiente mas crescendo rapidamente para infinito nos limites
do dominio de valores possiveis para ¢s, ou seja, sobre as paredes do recipiente. De novo o
exponencial vem nulo, donde o resultado pretendido.

As duas férmulas anteriores, (1.229) e (1.230), que resumem o chamado teorema da
equiparticdo, sao portanto validas para sistemas com hamiltoniano da forma

H=T+V =Y Tulgi,q)pirr + V(@ @) , (1.231)
ik

onde T' é uma forma quadratica homogénea dos p e V obedece as hipdteses acima men-
cionadas. O teorema de Euler permite entao escrever

OH or
LN, S o 1.232
Yngt-Yng 123



46 Fisica EsTATISTICA ¢ José Vassalo Pereira

donde, aplicando o teorema da equiparticao,
— OH oH
2T = Ps— = ps— =N - kT, 1.233
205y, = 20y, 25

ou seja:

_ 1
T=N kT, (1.234)

onde N é o numero de pares de coordenadas canonicamente conjugadas g,p, ou seja, o
nimero de graus de liberdade do sistema.'?

Em conclusao: cada grau de liberdade contribui com a mesma quantidade para a energia
cinética média ou, dito de outro modo, a cada grau de liberdade estd associada a energia
cinética %kT.

Nota. De referir que o exemplo mais flagrante em que as hipoteses utilizadas na demon-
stragao anterior tém validade surge nos sistemas com modos normais (ver teoria no apéndice
A) nos quais a forma do hamiltoniano é

H(g,p) = (Cipi + Cia}) - (1.235)
k

1.25 Aplicagoes da distribuigao candénica

1.25.1 Particula livre

Neste caso hd trés graus de liberdade. Temos para a energia total (que coincide com a
energia cinética) e para os momentos

1.
T = 5932 (1.236a)
oT 1
Pk = 7= = Mg r=—p (1.236b)
0t m
donde o hamiltoniano 1 )
29 2
Jmi® = S @ (1.237)
Vem entao para a distribuicao candnica
Pr(7, §)dzdp = Z e w2 P dzdp (1.238)
com Z dado por
3

(1.239)

12T~ . . . e s
Nao confundir os simbolos da energia cinética e da temperatural
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ou seja

Pr(Z, p)didp = V"1 (2mkT ) 2e 77 amP dZdp .

Quanto & distribuigdo na energia:

B} 1
Pr(E,dE) =V~ (2mkTr) "2 - / e~ TrT?” d7dp = [§2 = Qﬁ] =
m

z,p
E<5=p*<E+dE
=V (2mkTm) "7 - V(2m)%///ek1T§2d§: () =
E<322:E+dE
VE<s<y/E+dE=
=()=vVE+;7%
1 E dE 2 1 E
=(kT7)"2 - e i - An(VE)? —= = ——=(kT) "2 - e 7T
(kT'T) (VE) 2VE ﬁ( )

A equiparticdo vem dada pela férmula

OH Ds 1— 1 Q:EkT

Ps e L=pse = ps 5 Ps = 3

donde

1.25.2 Oscilador harmonico

(1.240)

(1.241)

(1.242)

(1.243)

O oscilador harménico unidimensional tem um grau de liberdade. Temos para as energias

potencial e cinética:

__du _ 2
f——Cx:—a U(a;)—ZC:I: ,
1
T = §m$2 s
donde o momento generalizado é
_or ) 1

P=———=mL = T=—p.
ot m

Vem entao a expressao do hamiltoniano

1 1 1 1
E=T U=-= -2 —C 2_ - 2 702
+ 2mx —1—2 T 2mp +2 T

e a distribuicao candnica

Pr(z,p)dzdp x e RT ﬁpu%cmﬂdxdp .

(1.244a)

(1.244b)

(1.245)

(1.246)

(1.247)
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Calculemos a distribuicao na energia:

1
(B, dE) //ekT2mp+C“7]dxdp—T—q/m //ekTX+Y2dXdY

E<—p + kx <E+dE E<X2+Y2<E+dE
(1.248)
onde se definiram as variaveis
1
X2 =_—p? 1.249
om? ( a)
1
Yi= 503;2 : (1.249b)

4
dadp = ,/?dedY , (1.249¢)

r(E,dE) // e Y laxdy = () =e ~#E0nVE- Y o trap. (1.250)

donde

vE <\/X2+Y2<\/E+dE_
==VE+;=

Quanto a constante de normalizacao, tem-se

oo

- _ B 1
1= / cte-e RTdE = cte {(—sz)e kT} =cte- kT = cte=—, (1.251)
0 kT
E=0
donde )
Pr(E,dE) = ]?Te—ﬁEdE . (1.252)
A equiparticao da aqui:
0H 1— _
kT:pizl:p.ﬁzfﬁzyzi:g , (1.253)
dp m m
OH - _
kT:m%:l:x-Cx:C$2:(!):l:2 , (1.254)
donde 1 1
F:T+U:§kT+§kT:kT. (1.255)

como se vé, estes resultados sdo independentes da frequéncia /C/m do oscilador.'® Segue-
se que se tivermos um sistema formado por N osciladores sem interac¢ao (em vez de um
$6) o hamiltoniano do conjunto vem igual a soma dos hamiltonianos de cada oscilador, e a
energia média do conjunto de osciladores é dada por E = N - kT — e isto quaisquer que
sejam as respectivas frequéncias. Este facto tem consequéncias importantes como adiante
se verd na aplicacao da equiparticao a sistemas com modos normais.

13Bquacéo do oscilador:

:'i+gx:0.
m
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1.25.3 Gas perfeito. Calor especifico

Podemos proceder abreviadamente, tal como indicdmos no caso de uma sé particula. O
gas, constituido por N particulas sem interaccao, sé possui energia cinética. Sendo 3N o
nimero dos seus graus de liberdade, segue-se que o valor médio da sua energia é

— 1
E=T=3N- kT . (1.256)

Uma consequéncia imediata: a partir desta formula podemos determinar a variacao da
energia (média) do gés com a temperatura (conservando constantes os restantes parametros
macroscopicos — neste caso, o volume), ou seja, o calor especifico a volume constante:

OE

Co=%r =

| W

| =3NE=3R. (1.257)
2

Para gases rarefeitos e inertes (situacao real que mais se aproxima dos gases perfeitos), este

resultado pode considerar-se em bom acordo com a experiéncia.

Suponhamos agora o gas constituido por moléculas diatémicas. Admitindo entdo que
cada molécula pode ser representada por duas particulas “unidas” por uma barra rigida e
sem peso, o seu hamiltoniano continuara a possuir apenas energia cinética, agora com cinco
graus de liberdade. Para as N moléculas o valor médio da energia seria, nestas hipéteses,

R — 1
E=T=5N"- ikT (1.258)
e o calor especifico
OE 5 5
v = — = —N = — y 1.2
9T = 3 k 2R (1.259)

resultado em muito menos bom acordo com a experiéncia do que o anterior. Natural-
mente que nestas condigoes haverd que fazer intervir forgas intra-atémicas, responsaveis
pela coesao da molécula e originando potenciais que devem ser levados em conta na ex-
pressao do hamiltoniano — e portanto na distribuicao canénica correspondente. A mesma
situacao, agravada, surge a medida que vamos considerando moléculas com mais graus de
liberdade, com potenciais “internos”, poliatémicas, etc.

1.25.4 Corpo sélido*

Consideremos um sistema formado por N particulas materiais de massas quaisquer (3N
graus de liberdade) realizando pequenas oscilagbes em torno de uma certa posi¢ao de
equilibrio estavel. Um tal sistema constitui o modelo fisico mais simples para descrever
um corpo sélido, onde as particulas de matéria ocupam certas posi¢coes médias no espaco,
em cuja vizinhanca realizam vibragoes as quais, pelo menos a temperatura ambiente, sao de
pequena amplitude. Ora esta é a situagao tipica dos modos normais. Como sabemos, para
um tal sistema existem coordenadas candnicas tais que o hamiltoniano do sistema total
é a soma dos hamiltonianos de osciladores virtuais (3N osciladores a uma dimensao, em
relacdo com os 3N graus de liberdade das N particulas a trés dimensoes). Tendo em conta

14 4 . ., . . ~ .
Para o que se segue, é conveniente ter ja presente a teoria dos modos normais — apéndice A.
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0 que acima deixamos dito sobre a equiparticao, segue-se que o valor médio da energia do
sistema total é

H=3N-kT , (1.260)
donde a expressao do calor especifico a volume constante fica
OF
» = — = 3Nk . 1.261
C T 3Nk (1.261)

No caso de uma mole, vem N igual ao nimero de Avogadro, pelo que
C,=3R. (1.262)

Este valor estd préximo de 6cal/grau, valor fornecido pela lei empirico-experimental de
Dulong, valida para (certos) corpos sélidos a temperatura ambiente. Sabe-se, contudo, que
para temperaturas muito elevadas C, é maior que 6 e que para temperaturas muito baixas
vem inferior a 6 — e tende para zero com T. Ora, é evidente que o modelo acima deixa
de ser valido para temperaturas muito elevadas, ja que nessas condi¢oes a amplitude de
vibracao das particulas nao é pequena. Como tal, j4 nao é possivel desprezar os termos de
ordem superior a 2 na vizinhanca da ocnfiguracao de equilibrio, ¢ = 0:

ov 1 6%V
V(viz 0) = +Z( ) Qi+z2<8q0qk> qiqr + ... =
= _— Qe+ ... i .
Z <3qzc‘9q > e Z,; <8QZ8QI<:> o

1.25.5 Corda vibrante

(1.263)

A decomposicao de um sistema nos seus modos normais apresenta um inconveniente quando
estes sdo em numero infinito. Sendo a sua energia (média) proporcional ao nimero dos
modos presentes, segue-se que a aplicacao da equiparticao a esta situacao conduz a uma
energia infinita. E efectivamente o que se passa com a generalidade dos campos fisicos,
decompostos numa infinidade de vibragoes harmonicas. O caso da corda vibrante é o mais
simples e serve para exemplificar o que se passa com os demais.

u=u(z,t), ze€(0,L), u(lzx=0,t)=ulx=L,t)=0, (1.264a)
0?u  0%u _ nwe

2= 2 u(z, t) = zn:qn(t)senL . (1.264b)
2

Equacio (1.264b) = (...) => Gn + (%) - (1.264¢)

O campo pode indiferentemente ser descrito por u(z,t) ou pelos infinitos modos, portanto
um ndmero infinito de osciladores, e a cada um vem associada a energia média %kT. Ora
sabe-se'® que a energia da corda é dada pela soma das energias de cada oscilador:

e [ (G 3 () - e () ] = 00

z€(0,L)
5 Métodos Matematicos da Fisica 1.
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Temos para os momentos e para a expressao do hamiltoniano:

_0H . 5 L4 (P 2
Pn = o =n = H(q,p)—zn:[Qanr(L) qn} : (1.266)

A energia da corda é igual & soma das energias de uma infinidade de osciladores de
pulsagdes w = 5*. Sendo KT a energia média de cada oscilador (independente da sua

pulsacao!), conclui-se que a energia média do sistema (campo), F(w)dw, compreendida en-
tre as pulsagoes w e w + dw, é dada pelo produto de kT pelo niimero dn de osciladores com
pulsacao nesse intervalo:

nm T L
w—wn—f = dw—Edn = dnw—?dw.
Ou seja:
—_— TL
Blw)dw = kT - dng, = L Lq,, . (1.267)
T

E como esta densidade espectral de energia é constante (independente de w), a energia total
vem naturalmente infinita!

E= /E(w)dw = cte/dw =00 . (1.268)
0 0

A este respeito, o exemplo seguinte é ainda mais revelador.

1.25.6 Modos normais de um campo electromagnético num recipiente
paralelepipédico com paredes isolantes

As equacgoes de Maxwell no vazio tém a forma

——Z - =rotE divH =0 (1.269)

~—=rotH divE=0, (1.270)

sendo E e H os vectores eléctrico e magnético respectivamente e ¢ a velocidade da luz no
vazio. Nestas condigoes o conhecimento das seis grandezas F e H pode reduzir-se ao de
apenas quatro, A, V', por meio das férmulas

. 194 . B
E = —faa—t —gradV , H=rotA, (1.271)
c

onde os potenciais electromagnéticos A e V estao determinados por

1 0%\ » 1 02 > 1oV
A——— A=A - <— = divA+-—=0. 1.272
( 026752) < 028t2)v 0, diw +c ot 0 (1.272)
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Sendo entao dado um recipiente paralelepipédico, vamos ver que é possivel determinar uma
solucao das equacoes de Maxwell com V' = 0. O vector potencial vira entao dado por

1 0%\ -
A——=— A= 1.2
< 2 8t2> 0, (1.273a)
divA=0. (1.273b)
e o campo electromagnético por
. 104
EFE=——— 1.273
cot’ ( )
H=rotA . (1.273d)

Supondo as paredes isolantes, o campo electromagnético tem de lhes ser ortogonal (0 mesmo
acontecendo com o potencial vector), ja que qualquer componente tangencial nao nula faria
deslocar cargas eléctricas nessas paredes, que deixariam assim de ser isolantes. Tomamos
entao as coordenadas x, ¥y, z orientadas segundo as arestas do paralelepipedo e fazendo

ze(0,L1), ye(0,Ly), z€(0,L3), (1.274)
vém as condicoes de ortogonalidade:

Nas duas faces ortogonais a Or = A, #0, Ay =A, =0, paraxz=0ecx =1L,

(1.275a)
Nas duas faces ortogonais a Oy = A, #0, A, =A, =0, paray=0ey= Lo,

(1.275b)
Nas duas faces ortogonais a Oz = A, #0, A, =A;, =0, paraz=0ez= L3 .

(1.275¢)

Considerando as condigoes de nulidade aos limites de A, (nuloemy =0ey = Lyeem z =0
e z = L3) esta componente pode escrever-se como série de Fourier de sen "f;y . DTtz
Quanto a dependéncia em x, podemos considerar a fung¢do como sendo par e tomando
valores em (—L1,+L1), sendo naturalmente apenas o intervalo (0, L1) o que nos interessa.

Se fosse impar terfamos em x = 0 uma descontinuidade ou o valor zero. Segue-se portanto

para A, a forma

nmTx ninmy nomz

Sen Sen
Ly Lo L3

Az(z,y, z,t) = Z Oy noms ()OS

ni,n2,n3

= Ay =0paray=0,y=Lo;2=0,z= L3y (1.276a)
e analogamente para as outras componentes:

nymx nmy Nnomz
Az(z,y, 2,t) = Z iy, nyns (£)COS T sen I, - sen T

ni,mn2,n3

— A, =0paray=0,y=Lo;2=0,2=Lsg. (1.276b)
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nmx nimy NoT2
Az(z,y, 2,t) = Z iy ngns (1)COS I sen Ty - sen T

ni,n2,n3

= A, =0paray=0,y=Lo;2=0,z= L3 . (1.276¢c)

Ficam assim satisfeitas as condigdes aos limites (1.275), faltando impér ainda as condigoes
(1.273a) e (1.273b). Esta tdltima condigao toma a forma (com a notagao abreviada (n) =
ninan3)

ox Ay 0z
_ p AT Ly MM o TRTN L MTT MMy M
= Z ) I —i—a(n) 7 —l—a(n) L3> sen I sen I sen Is
(n)En1 2,13
(1.277)

—aty Ml P ) T (0 ala) - (2,1
0=ap, I +ag, Iy +a = n)» Uny n) T o' In =0, (1.278)

ou seja, a ortogonalidade entre um vector de componentes ”1, Zz, % e o vector a( ) =

Any ngng = (a(n), a%n),afn)), cada um deles identificado por um conjunto de trés nimeros
inteiros (n) = ny,ng, n3. Segue-se que para cada (n) é sempre possivel definir dois versores

~(n) x(n) : : ny n2 n3 . ~
€, /,€ , ortogonais entre si e a (7* I I Ls) e tais que d(,) se escreve como sua combinagao

(n) (n)

linear, com certos coeficientes ¢, ', g, ~ dependentes do tempo:

A(n) = qgn)( t)é; ™ 4 Z qzn) z (¢ = indice de polarizacao) .  (1.279)
i=1,2

Exigindo agora que (1.273a) seja satisfeito, vem, para a componente A,
1 9
0= (A - 2at2> e =
nim 2 nom 2 nam 2 1
— T _ e 92 _ __nT
= > {—a(n) [( L1> + ( L2> + ( Lg) ] cga(n)} X (1.280)

(n)=n1,n2,n3

% nmTx nomyY n3mz
COS - Sen - Sen
Ll L2 L3 ’
isto é,
ni 2 no 2 ns 2
T 2,2 T
— — — =0 1.281
n)+C7T [<L1> +<L2> +<L3> a(n) ) ( )

e analogamente para as outras componentes. Donde vem que

2 2 2
G 2.2 | (L n2 n3
a(n)(t)-i-C?T [<L1> +<L2> +<L3>

iy (t) =0, (1.282)
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ou seja, atendendo a (1.279) e a ortogonalidade dos versores égn), ég"),

. ng\ 2 o\ 2 ns 2
.(n ) ni n2 n3
horen [<L1> +<L2> +(L3>

Por meio das equagoes (1.273c), (1.273d) e (1.276) podemos determinar a expressdo do
campo electromagnético:

(1.283)

104,

. nimx nomy namz
E,=— - = — at - cos - sen - sen 1.284a
e c ot ( )_HEI:M . (n) Ly Lo Ls ( )
104, ) e NoTY n3m2
by =~ o —( | Z ag(’n) sen e cos =S sen (1.284b)
=ni,n2,n3
104, .y nime NoTY n3mz
E,=- ~o = Z Q) - sen I sen I, cos I (1.284c)
(n)=ni1,n2,n3
0A, O0A Ny n37r> nimTT naTY n3mwz
H, = - —Y = a? \— —a’ ,—— ) -sen - cos - cos
Yoy 0z (ngm . ML, T Ly L Lo L3
(1.285a)
0A, O0A, L N3T L, T nmTx namY n3m2
By =5 = o T 2 (ot~ ) ety ey, s T
n)=ni,n2,n3
(1.285b)
0A 0A nyw nQTr) nmTx NaTY n3mz
H, =Y _ r _ a — —a* ,—=— ) -cos - COS - sen ,
= Oz dy (n)Egzm s (n) I, (") L, Ly Lo Ls
(1.285¢)

e a partir destas a energia do campo em funcao das coordenadas ¢ e as suas derivadas.
Obtém-se entao, no termo de um calculo sem dificuldade,

L [ v sy
&r/dedydz:'“:MﬂcQ Z Uy =
v

n)=ni,n2,n3

:64‘;02 %): <(q§”))2 + (qén))2> = 64‘;02 Z (q(m)>2

lm)E(Z,n)E

1 = .V 2 2 _
&T/H dodyds =... = = > Kyt =
\%

n)=ni,nz,ng

“giea o0 ()4 (7)) =5ica & st (i)

(m)=(i,n)=
=(i,n1,n2,n3)

(1.286)
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e finalmente para a energia

1 72, 32 _ v L., Lo 9 _ .
& (E + H ) dxdydz = 392 Z <2q(m) + iK(m)q(m) = H(q,q) . (1.287)
v (m)

Para darmos uma estrutura hamiltoniana a energia definimos, pelo processo habitual, os
momentos generalizados conjugados com os g(m),

OH \%4
=___" - __ g 1.288
P(m) Digny ~ 32702 A(m) ( )
expressao que introduzida em (1.287) conduz & forma do hamiltoniano,
167c? Vv 2 9
H(q,p) = (z:) ( % "Plm) + 6inc® K(m)CI(m) ) (1.289)
do qual decorrem as respectivas equagoes
i OH 327r02p
(m) = 35— = "y Pm)
Om)  V , (1.200)
oOH % 9

Dim) = D) = 3912 (m)d(m)

obviamente equivalentes a (1.283).
A introducao das coordenadas ¢ reduziu assim o campo electromagnético a uma in-
finidade de osciladores harménicos q,,,) de pulsagao (cf. equacio (1.283))

2 2 2
_ s 2 s
K _C7T\/<L1> + <L2> + <L3> . (1.291)

A cada conjunto de trés indices inteiros (identificando uma onda componente no desen-
volvimento harmoénico do vector potencial ff) correspondem dois osciladores (associados as
duas polarizacoes da onda) i = 1,2, com a mesma frequéncia dada por ;. Passamos entao
a calcular o nimero desses osciladores cuja frequéncia esta compreendida entre v e v 4 dv.

Atendendo ao valor (1.291) da pulsagao, a frequ encia vem igual a

By e [(m 2+ n2 2+ na " (1.292)
Ve T e T\ L, I3) - '

Consideremos entao um triedro ortogonal orientado em cujos eixos marcamos os trés indices
ni,ns,n3. Cada conjunto de trés nimeros inteiros identifica assim um ponto de uma malha
cubica ordenada e é claro que o niimero de osciladores que tém frequéncia inferior a v —
ou seja, compreendida entre 0 e v — é igual a 1/4 do nimero de pontos da malha que
estdo no interior da superficie (1.292)1%. Determinemos a medida do volume interior & dita

SEsta quarta parte é devida ao facto que, tendo em conta que os (n) tém de ser positivos, apenas devem
ser considerados os pontos situados no primeiro quadrante. Daf a divisdo por 8. Acresce que cada (n) tem
associados dois osciladores. Dai a divisdo por 4.
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superficie e dividamos pelo volume elementar da malha (que é a unidade):

ni 2 n9 2 ng 2 A ni ? n9 ? ng ?
I + I, + s) —\¢ = |l | Tlag | t\ag | =1 (1.293)
C (& 4
Trata-se de um elipséide com semi-eixos de comprimentos
2vL 2vL 2vL
=it S et B e 2 (1.294)
c c c
donde o seu volume .
4 4 2v
—mabc = -7V [ — 1.295
gmabe = g ( . ) , ( )

sendo V' o volume do recinto paralelepipédico no interior do qual se encontra o campo
electromagnético. O nimero de osciladores com frequéncia entre 0 e v é portanto

SR (1.296)

2\ 87V 4
33

1 4

C

e daqui se conclui a expressao para o numero de osciladores com frequéncia entre v e v+dv:

dN, . 87V ,
=3 dv = 3V dv . (1.297)

dnN,

1.25.7 O espectro de frequéncias da radiagao electromagnética em equili-
brio

Se as paredes do recipiente considerado no exemplo anterior sao perfeitamente isolantes,
entao dada uma certa distribuigao espectral no campo electromagnético, esta manter-se-a
inalterdvel: como as equagoes de Maxwell no vazio (1.269)—(1.270) sao lineares, as difer-
entes componentes do campo nao interagem. Deste modo, para que se possa atingir um
equilibrio, teremos de sup6ér um mecanismo responsivel pelo seu estabelecimento, por ex-
emplo, admitir a existéncia no interior do recipiente de uma certa quantidade tao pequena
quanto se quiser de matéria susceptivel de absorver e emitir radiacao electromagnética de
todas as frequéncias (o chamado corpo negro), sendo o balango das trocas naturalmente
regulado pela conservacao de energia. Como essa quantidade de matéria é infinitesimal, nao
afectard o valor total da energia do campo e, por outro lado, permite assegurar a tendéncia
assimptética para um certo estado!”.
Deve também referir-se que o raciocinio acima exposto para um recipiente paralelepipédico

pode generalizar-se para uma forma qualquer. Em particular a expressao de

8:3‘/ V2 dv (1.298)

dN, =

vem a mesina. 18

"E o equivalente do termo de interacgao/perturbacao muito pequeno ausente-presente na expressiao dos
hamiltonianos dos sistemas mecéanicos.
18Ver demonstracéo no livro de Courant&Hilbert, vol. I, pgs. 436 e seguintes — teorema devido a H. Weyl.
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Nestas condigoes, utilizando a decomposicao do campo electromagnético em osciladores
e aplicando a equiparti¢ao (cada oscilador unidimensionall tem energia média kT"), temos
para o valor da energia média do campo electromagnético associado as suas componentes
de frequéncia compreendida entre v e v + dv

%
3

E,dv =kT -dN, = kT - v2dv (1.299)
donde, para o valor médio da energia por unidade de volume associada a frequéncia v a
menos de dv,

E,dv = i—ngyzdz/ (1.300)

(lei de radiacao de Rayleigh). De novo, por integragao em todas as frequéncias, encontramos
uma energia total do campo infinita. Esta lei, contudo, traduz(ia)'® um bom acordo com a
experiéncia na regiao das baixas frequéncias.

1.26 Dois lemas de Gibbs
Partimos da forma da distribuicao canénica a temperatura 7',

_ H(gp.a)
( HZI]Z ) dgdp (1.301)

1[ (‘W) dgdp

Pr(dq(q, p).dp(q,p)) = Z~ ' exp (—H(q’m> dgdp =

onde H(q,p, a) é o hamiltoniano do sistema e a é um parametro caracterizando esse sistema.
O valor médio de uma grandeza fisica G(q,p,a) vem portanto dado por

! G(q,p,a) exp (—LZ&?’“)) dqdp

¢ !exp (—%) dgdp

=G(T,a) . (1.302)

Calculemos entao
oG [ Ge_%k%dqdp : fe_%dqdp— fGe_%dqdp . fe_%k%dqdp B
9 . —
or (f e_%dqdp>

(1.303)
1 fGHe_kdeqdp_ 1 fGe_kdeqdp fHe_kdeqdp
k1?2 fe_k%dqdp kT2 fe_kdeqdp fe_k%dqdp
donde
Lema 1.6 (Gibbs).
oG [
-~ - (G-H-G-H 1.304
oT kT2 (G ¢ ) ’ (1.304)

19Catéstrofe de ultravioleta, etc.
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a que se pode dar a forma equivalente

_ ) _
oG ey

87:@( -G)-(H-H), (1.305)
atentendo a que
G-G)-(H-—H)-G-H-G-H-G-H+G H= L306)
=G-H-G-H-G-H+G-H=G-H-H-H '
Calculemos seguidamente
oG [ (%Ge 7 + G #r (~ ) 91 dadp- [ e~ Frdgdp
T . _
Oa (fe_%dqdp>
[ GeTirdgdp- [T (— k) Ydgdp (1.307)
2 =
(fe_%dqdp)
oG 1  0H 1 0H
00 179 90 T a
a que podemos dar a forma seguinte:
oG 1 — (O0H O0H\ 0G
pois que se tem
— H 0H H OH . O0H . OH
(G—G)'<83—a@) ZG'%_G‘%—G‘%JFG'%:
©cos e e e (1.309)
OH - 0O0H - 0OH — 0OH
= % 8 Y e Y e
Em conclusao:
Lema 1.7 (Gibbs).
oG oG 1 _ (O0H OH
T (G-G) [ -2 1.31
da  Oa kT (¢-G) (8@ 3a) (1.310)

1.27 Os sistemas macroscopicos e as flutuacoes de energia.
Complementaridade

Como foi acima acentuado, as distribui¢oes candnica e microcanénica correspondem a duas
situagoes fisicas bem distintas, conduzindo portanto a resultados diferentes. Isto ndo obsta,
porém, a que para certo tipo de sistemas (resumidamente: os sistemas “muito grandes”,
macroscépicos, com um grande nimero N de graus de liberdade) os resultados de ambas



Capitulo 1. Fisica Estatistica Cldssica 59

as distribuicoes seja praticamente iguais, e mesmo rigorosamente coincidentes em N = oo.
E esta afirmacao que tentaremos justificar nas secgoes que se seguem.

Comecemos por recordar que um sistema microcanénico é um sistema isolado, admitindo
a energia F = H(q,p) como integral primario e com o seu ponto representativo evoluindo
sobre a hipersuperficie de energia constante X g. Por meio da hipdtese ergddica deduzi-
mos para este sistema a expressao da densidade de probabilidade para que o seu ponto
representativo se encontre num elemento d¥ C Xg:

1 dx

(1.311)
Para um tal sistema foi seguidamente introduzida a entropia e a temperatura: aquela, por
meio da férmula (1.97); e esta, através da relagao (1.98) bem conhecida da termodinamica
fenomenolégica?’. Pode porém dizer-se que esta introducio de 7' para um sistema mi-
crocandnico é puramente formal, j4 que a determinacao ou confirmagao do valor da sua
temperatura o obrigaria a entrar em contacto com um termdémetro, deixando por isso de
estar isolado.

Ora é de certo modo inverso o que acontece num sistema candnico. Aqui, a temperatura
é nao s6 bem definida (no formalismo microcanénico também o era) como perfeitamente
“operacional”: é a temperatura do termostato em contacto com o sistema, e a existéncia
de um termdémetro em contacto com esse “grande” sistema que é o termostato em nada
o afectarda. Em contrapartida, o sistema nao tem um valor bem determinado para a sua
energia, a qual pode agora ser qualquer, aferida de uma certa probabilidade cuja expressao
foi acima deduzida:

_ H(q,
Pr(dg(q,p), dp(q,p)) = Z " exp (_I%P)) dgdp , (1.312a)
com =
Z = /exp <—§€qj’}))> dgdp , (1.312b)
r
donde 5
— =) Q(E)dE
Pr(E,dE) = — (ar) UP) (1.313)
| exp (—%) Q(E)dE
Ey
O sistema, naturalmente, possuira um certo valor médio para a sua energia,
E=cc
[ exp(—717) QE)IE
—  EZo =
E= [ ; =FE(T), (1.314)
[ exp (—ﬁ) Q(E)dE
Eo

mas os desvios que pode apresentar relativamente a esse valor médio nao sao nulos.

20 Acresce que para sistemas macroscépicos se pode tomar indiferentemente na expresséo da entropia

logV(E) ou logQ(E) = log % .
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Nota. Em probabilidades, essas “flutuacoes” sao medidas pelo chamado desvio médio quadratico,
—\ /2
AB = ((E 5 ) ,

ou pelo desvio médio quadrético relativo, =

E essencialmente nisto que consiste a “complementaridade” entre E e T nas distribuicoes
candnica e microcanodnica, ou seja, na existéncia de flutuagdes numa dessas varidveis quando
a outra tem um valor rigorosamente determinado, sendo impossivel reduzir arbitraria e
simultaneamente as flutuagoes de ambas. Ora é absolutamente necessario esclarecer este
facto tendo em conta os resultados da termodinamica fenomenolégica, segundo os quais
a energia de um sistema macroscépico (um gés, por exemplo) é fungao bem determinada
(portanto, sem “flutuagoes”) da temperatura. Como vamos ver, esta contradigao é apenas
aparente.

Partindo da expressdo acima para E(T) e utilizando o primeiro lema de Gibbs, 1.6,
acima demonstrado, vem

dE 1 <HQH2>:(AE)2 (1.315)

dT ~ kT2 kT2

Ora % pode identificar-se com o valor especifico do sistema macroscépico (mais exacta-

mente, se as variaveis termodinamicas de estado forem a temperatura e o volume, g—? sera

o calor especifico a volume constante), donde

dE  (AE)?
Co=—= , 1.316
dT kT2 ( )
e para o desvio médio quadratico relativo da energia
AE  TVEkC,

E E

Ora em praticamente todas as situagdes de interesse a energia do sistema é aditiva (igual &
soma da energia das suas partes — nomeadamente das particulas componentes), pelo que
E e C, sao da ordem do niimero N > 1 de graus de liberdade. Em consequéncia,

g o~ cteL — 0, (1.318)
E \/N N—oo

isto é, as flutuacoes relativas tendem a anular-se quando N > 1. Para tais sistemas as flu-

tuagoes podem desprezar-se, a energia aparece como possuindo um valor bem determinado,

e a distribuicao candnica confunde-se praticamente com a microcandnica.

Esta afirmacao pode parecer paradoxal, se atentarmos na forma da distribuicao canénica
para a energia, a qual tem valores significativos para todo o E. Contudo, para N >> 1 ela
pode apresentar valores praticamente nulos fora de (e muito acusados em) E = E (ou seja,
tender para 6(FE — E)), devido as propriedades das duas fungoes presentes na expressao
da distribuicdo canénica: exp(—FE/kT) diminui muito rapidamente quando E (ou seja,
N) aumenta, e Q(E) aumenta muito depressa com N (cf. seccoes 1.14, 1.15, etc.). Da
conjugacao (multiplicagdo) das duas resulta uma fungao com valores praticamente residuais
fora de E = E, onde possui um maximo muito acusado — figura 1.9.
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/Q(E)

Figura 1.9: Para N 3> 1 a distribuicdo de energias apresenta um mdzimo muito acusado
em torno do valor médio E da energia.

1.28 “Redugao” de um sistema (macroscépico) canénico a
microcanénico

Sendo dada a distribuicao candnica na energia,

E
Pr(E,dE) = Z 'exp <_k:T> Q(F)dE = P(E)dE (1.319)
consideremos o valor £ = Fjy que maximiza a probabilidade — e por conseguinte, o seu
logaritmo:
E=F : LiogP(E) 0. L erm|  =-n<o (1.320)
=Fy : — =0, — = — , .
dE E=E, dE?2 F=E,

em que h é uma constante positiva. Desenvolvendo log P(E) em série de Taylor na vizin-
hanca de F = Ej, vem

log P(E) =log P(E = Ey) + (E — Ey) - a4 log P(E) +
dE BE—E,
+ l(E — Ep)?- 4 log P(E) +...= (1.321)
2l dE -
1
—log P(Eo) = (B — Eo)*h + ... = log (P(Eo) - e*%(E*Et))Qh*m) ,
e igualando os logaritmos
P(E) = P(Ep) - e~ zi(B-E) (1.322)

Se admitirmos que a probabilidade possui um méaximo muito acusado em E = Ej, entao h
é muito grande e tem-se
1
P(E) ~ P(Ey) - e u(E-Fo)*h (1.323)

Introduzindo entao a defini¢ao acima de P(E), obtém-se

£

27l I Q(E) = 2 e T Q(By) - e mEEh — o Q(B) = o i nE-EhO ()
(1.324)
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Substituindo esta expressao na condicao de normalizagao da probabilidade, temos

E=x FE=c0

1 :Zl/ e 1ITQ(E)dE :Zl/ e it~ a(E-E0)’hQ(E)AE =
£=0 £=0 . (1.325)
=27l Q(Ey) / e 3(E-Elqp .
E=0

Atendendo ao maximo muito acusado do integrando em E = Ej, podemos estender a regiao
de integracao em F a toda a recta real, donde:

>
1= Z—lfe—f;%s2(1@()),/%r . (1.326)

Desta expressao de Z obtemos:

2 E 2
Z = ef%Q(Eo)\/ % = logZ = —ﬁ + log Q(Eo) +log\/f =

(1.327)
2
— — kTlogZ = Ey — kT log Q(Ey) — kT log % :
Mostramos adiante por meio de um exemplo que
27
log 5 < log Q(Ey) ,
pelo que vem
—kTlog Z ~ Ey — kT log Q(Ey) . (1.328)

Ora vimos acima (sec¢ao 1.21) que a energia livre E — T'S (no nosso caso, Ey — T'S) vem
dada, em virtude da distribuicao canénica, pela expressao —kT log Z:

—kTlogZ =Ey—TS . (1.329)
Donde, por comparagao das duas equagoes,

dV(E)
dE |p_pg,

S = klog Q(Ey) = klog (1.330)

Fica assim provado, pela “redugao” (sob as hipdteses acima referidas) de um sistema
candénico a microcanénico, a validade da férmula anterior, onde a medida do hipervol-
ume se refere ao interior da hipersuperficie H = Fjy, sendo Ey o valor onde P(FE) possui
um maximo muito acentuado.

Demonstragao. Mostremos agora que se tem efectivamente

2
log 4/ % < log Q(Ey) ,
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tomando o exemplo de um géds perfeito constituido por N particulas num recipiente de
volume v. J4 vimos acima a forma da sua funcido de estrutura,

d
V(E) = cteEB*N? = Q(F) = % = cteE3N/? (1.331)

(cte designa uma expressao que nao depende de E). Retomando a expressao (1.319) de
log P(E), vem

logP(E) :log (Z_le_k%Q(E)> = log (Z_le_k%cteEf}N/Q) —

E 3N (1.332)
=log(Z - - — — —1)logFE
og(Z - cte) kT+< 5 ) og
donde
d 1 3N 1 3N
= —log P(E =_——— — 1) —=— = Ey=kT|— -1 1.
0 1 08 ( )E:EO kT+<2 >E0 0=k (2 ) (1.333)
d? 3N 1
0>—-h= —=log P(E) =— ( — 1) — . (1.334)
dE? F=E, 2 E}
Ey vem portanto dado por (N > 1)
N
Ey=kT (32 — 1) = %N kT, (1.335)

o que confirma o resultado da equiparticao. Quanto ao valor de h, dado pela segunda
condicao de maximo, tem-se

Y ) RO T RN Y i o .
—\ 2 B2~ 22 SV T8V 3N T

1 14
:—ilogN—l—log ?thlogEO%logN.
(1.336)

Daqui se segue a desigualdade pretendida, pois que (N > 1)

3N— 3
log Q(Ep) = log <cteE02N 1> = <2N - 1) log Ey + logcte =~ N >> log N . (1.337)

O]

1.29 Equiparticao (em distribuigcao microcandnica)

Mostramos a partir de alguns exemplos que para sistemas macroscopicos e sob hipdteses
muito gerais, as distribuigbes candnica e microcandnica coincidem. A confirmar este facto,
vamos nesta secgao deduzir o teorama da equiparticao (acima demonstrado para distribuigoes
canénicas) a partir da distribuigdo microcanénica.
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Demonstracao. Calculemos entao o valor médio de qngH (para pSgTH o procedimento é
S S
idéntico — exercicio a cargo do Leitor).

H_ 1 foom as 1 a o on
s ~ QE) " 9qs lgrad H|  Q(FE)dE % 5gs

EE VE

av (1.338)

(utilizdmos aqui a férmula (1.21), j4 demonstrada). Ora E é valor constante de H sobre
a hipersuperficie ¥y e H = H(q,p). Pode entdo dar-se ao integral a forma equivalente
(primitivando por partes)

0500V = [ g (Hlg.p) = E)AV =
Ve Ve (1.339)
:/ (H— B)ls, godV’ — /(H _E)V = /(E ~H)dV .
Vi Ve Ve

O primeiro integral do terceiro membro vem nulo porque a fronteira da regiao de integracao
é X, e (s6) ai se tem H(q,p) = E. Introduzindo este resultado na equagao (1.21) vem
(para E constante):

05 ~aEas | [~ Ham | = gomp | Eve - [Hanav | -
Sk Ve
1 d / 1
~amae " V(E>—/‘”Q<w>dw = a VE) +E-Q(E) - E-(E)) =
0
_V(E)_V(E) _ (VB _ (14 o
_Q(E)_V’(E)_(V(E) _<kdEk1°gV(E)> -
as\ ! 1\~
~(q5) =+(r) =
(1.340)
]

1.30 Consideracoes sobre a definicao de temperatura

A nocéo de temperatura foi aqui introduzida pela primeira vez para um sistema micro-

candnico, portanto isolado, com energia constante dada pelo hamiltoniano H(q,p) = E, ao

qual estd associada a medida V' (F) do hipervolume Vg do espago das fases. A entropia
define-se entao a partir de V(F) e a temperatura a partir da entropia:

1 9S

S=klogV(E),==—, 1.341a

gV(E), 7= 52 (1341a)

para sistemas microcanénicos. Nao se tratou de uma dedugao (a termodindmica nao se

“deduz” da mecanica) mas tao somente um postulado que certas analogias fortes permitem
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aceitar como verdadeiro e que a experiéncia tera, em dltimo recurso, de validar ou desmen-
tir2!.

Deixando de lado a questdo de saber se para um sistema isolado tem sentido falar
da sua temperatura (ja que para a verificarmos, temos de estabelecer contacto com um
termémetro, pondo fim ao isolamento), vejamos antes se esta definigdo da temperatura no
formalismo microcandnico é coerente coma definicdo no formalismo canénico (onde jé se
nao poem as mesmas questoes sobre isolamento). No formalismo canénico, para definirmos
a temperatura de um certo sistema S’, consideramo-lo em contacto com outro sistema S”,
o termostato, relativamente ao qual S’ é muito “pequeno”??, e supémos isolado o conjunto
formado pela uniao dos dois sistemas, S’ + S”. A temperatura de S’ era entao definida
como sendo a do termostato S”, sendo esta dada, para sistemas candénicos, por

% - é log ' (E) . (1.342)

Ora, por meio de um raciocinio pouco rigoroso mas sugestivo, podemos verificar que
esta defini¢ao (1.342) é de certo modo uma consequéncia de (1.341). Tendo S’ uma energia
E’ muitissimo menor que a energia E” de S”, tomemos S” como isolado®® e de entropia,
S = klogV"(E") ~ klogQ"(E") (cf. seccao 1.14). A sua temperatura viria entdo dada
como para um sistema microcandnico, ou seja,

1 d
i 71 Q” E// .
W = ap s
Ora como
E=FE+E', F<E — E'~E, (1.343)
vem
L4 e (1.344)
kT~ dE" B,

que ¢ a expressao (1.342).
Pode ainda apresentar-se outra justificacao para confirmar o postulado (1.342), baseada
no seguinte raciocinio: sejam dois sistemas macroscépicos, S’ e S”, de hamiltonianos H' e
H"”, e energias E' e E” respectivamente, supostos em contacto, estando o sistema “total”
S’ + 5" isolado. Nestas condigdes continua naturalmente vélida a férmula (1.144) da secg¢ao
1.19, aqui reproduzida,
B Q//(E _ E/)Q/(E,)

1 / /
Pr(H = E',dE') = ) dE' (1.345)

que nos d4 a probabilidade para que um sistema S’ tenha a sua energia igual a E’ a menos de
dE’. Ora em termodinamica fenomenoldgica o equilibrio entre dois corpos macroscépicos é
traduzido pela igualdade das suas temperaturas. No contexto estatistico, porém, é natural
admitir que o equilibrio seja traduzido por um estado de méaxima probabilidade. Vamos
entao ver que o postulado (1.342) permite identifica estas duas afirmagoes.

21Recordar que essas analogias permitiam apenas escrever S = cte-log V(E) e que s6 pela comparagio com
os resultados experimentais foi possivel fixar a constante como sendo igual a k, a constante de Boltzmann.

22Recordar que na deducéo da distribuicio candnica era fundamental supor H' < H”.

20 que, em rigor, sabemos nio ser verdade!
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Demonstracdo. Procuremos o valor da energia E’ do sistema S’ a que corresponde a maior
probabilidade, e que é portanto dado por (2(E) é constante)

0 Q'(E-EY(E)

0=3m Q(E) B
__ mgﬁ”) V() + (B - ‘w —0,
donde, dividindo por Q' (E")Q"(E"),
o (E)  9(E")
Q?(’Z;/) = Q,?(Eé”) = o5 (Flog Q(E") = 7 (klog '(E")) . (1.347)

Como ambos os sistemas S’ e S” sao macroscépicos, para cada um deles é valido o que
dissemos acima para o termostato, pelo que somos levados a definicao de uma temperatura
para cada um deles. Admitindo entdo o postulado (1.342), a ultima equac¢ao mais nao
traduz que a igualdade dessas duas temperaturas. O

1.31 Indiscernibilidade

Consideremos um sistema composto por N particulas idénticas numa dada regiao limitada
do espago tridimensional. A um dado estado macroscépico deste sistema corresponde uma
certa regiao do espaco das fases que é a uniao das diferentes posicoes do ponto representativo
do sistema que dao origem ao mesmo estado macroscépico e cuja medida (ja acima calculada
para certos casos particulares) tem naturalmente a poténcia do continuo.

Suponhamos que dividiamos essa medida por N!. Como se sabe da Anélise Combi-
natéria, N! designa o nimero de permutacoes possiveis de N elementos. Ao dividirmos por
N! estamos portanto a considerar nao ja como distintos mas como idénticos dois estados que
difiram por permutacao das suas particulas. A traducgao fisica desta operacdo matematica
‘ad hoc’ é que qualquer permutagao das particulas deixa invariante o estado do sistema.
Ora até agora sempre consideramos como diferentes esses estados, ja que a eles correspon-
dem posigoes diferentes do ponto representativo no espacgo das fases. A divisao por N! do
nimero de estados microscépicos (e portanto da medida da extensdao em fase e da densi-
dade de probabilidade das distribui¢bes microcanénica e candnica) significa que estamos a
introduzir uma nova hipétese, a indiscernibilidade das particulas, segundo a qual qualquer
sua permutacao no espago fisico tridimensional traduz o mesmo estado macroscopico para
o sistema.

Resumindo:

“Ao dividirmos por N! a distribuicao candnica estamos a levar em conta que o
espaco das varidveis ¢, p deve ser diminuido N! vezes pois que contém N! partes
que representam de maneira equivalente o mesmo estado.”

T. Kahan [12]
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Recorde-se que esta hipétese é de pratica corrente e obrigatoria em Mecanica Quantica, para
onde remetemos a discussao especifica. Nao obstante, ja em certas situacoes da Mecanica
Classica a indiscernibilidade se imp&e como indispenséavel para evitar contradigoes ou para-
doxos como o que adiante referiremos (secgao 1.32).

Acentue-se que enquanto nos limitarmos a consideracoes envolvendo apenas um s sis-
tema (com N particulas) a divisao por N! nao introduz qualquer modificagao relativamente
aos resultados obtidos sem esse factor. O mesmo porém ji nao acontece quando consid-
eramos varios sistemas deste tipo ou, o que de certo modo é o mesmo, um sistema deste
tipo mas com um numero varidvel de particulas (ver adiante a distribuicao gran-canénica,
seccao 1.33).

Com efeito, sendo a probabilidade normalizada, a sua divisdo por uma constante implica
apenas uma consequente alteracao na constante de normalizacao. Ora essa constante é a
soma de estados Z (ou equivalentemente, a energia livre ¥, pois que Z = e%) e como
todas as grandezas estatisticas se deduzem dela, seria de esperar alguma modificagdo em
consequéncia da nova expressao de Z. Comparemos entao o formalismo probabilistico
“habitual”,

v—H N H
Pr =e *7 dgdp :>1:/Pr = ekTEZ:/e_deqdp ==
o (1.348)
= U = —kT log Z = energia livte — S = a7

com o que decorre da expressao da probabilidade dividida por N!:

/

1

S

Pr =

~

/ 1 Z
V' ETdgdp :>1:/Pr = ek EZ’:N'/ekH;dqdp: =

N! N!
Z
= V' = —kTlogZ' = —leogﬁ = —kTlog Z + kT log N! =
=V +EkT1logN! =¥ +p(T,N) =
v 9o
'=—— = — (U —kTlogN!) =
= or 8T( og N
ov

= 57— klog NI =5 — klog N1 =S+ p(N) .
(1.349)

Como se vé, as diferencgas que a hipétese de indescernibilidade acarreta para a energia livre
e entropia consistem apenas em constantes aditivas (mas dependentes de N e de T)). E
justamente este facto que justifica a afirmacado acima, segundo a qual nada vem alterado
enquanto se lidar apenas com um sistema. Para vermos que o mesmo nao acontece quando
tivermos dois ou mais sistemas deste tipo, passamos a seccao seguinte.

1.32 Paradoxo de Gibbs

E dado um sistema constituido por N particulas idénticas de massa m, contido num volume
v e em equilibrio a temperatura 7. Como se viu na seccao 1.15 a sua entropia vem dada
por

S(v,N) = kN logv 4 kN log(2rm)*/? + %k‘N log(kT') + gkN . (1.350)
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Suponhamos que se tem outro sistema em tudo igual ao primeiro (mesmos m,v, N, T).
Postos os dois gases em contacto (retirando, sem trabalho nem atrito, uma parede que os
separe), a entropia do estado final do conjunto dos dois gases deve ser a mesma que a do
estado inicial, com os dois gases ainda separados pela parede, ou seja, a soma das entropias
de cada um deles:

Stotal = 25(v, N) = 2-kNlogv+2- kN log(2rm)>? + 2. gkN log(kT) +2- gkN . (1.351)

Mas por outro lado, aplicando ao sistema final (conjunto dos dois gases sem a parede de
separacao) a férmula (1.350), agora com N e v substituidos respectivamente por 2N e 2v
(mesmos m e T'), obtém-se

3 3
5" =8(20,2N) = k2N log 2v + k2N log(2mm)>/? + Sk2N log(kT) + SR2N =

3 3
:2-k:Nlogv+2k:N10g2—|—2-k:Nlog(27rm)3/2+2-5]4:N10g(k:T)+2-§l<:N: : )
1.352

=2 </<:N log v + kN log(2mm)>/? + gkN log(kT) + 31{:]\7) +2kNlog2 =
=Stotal + 2kN log 2 >~ Siotal -

Este paradoxo pode ser resolvido se em vez da férmula (1.350) para S adoptarmos, em
consequéncia da hipétese da indiscernibilidade das particulas, a expressdo (ver equacao
(1.349)):

S(v, N) =Equagao (1.350) — klog N! =

39 3 3 (1.353)
=kN logv + kN log(2rm)®/? + kN log(kT) + SkN — kNlog N + kN .

Demonstragdo. Vem entao para o sistema total (isto é, com 2N para o nimero de particulas
total e 2v para o volume total) e utilizando a férmula de Stirling

logn! =nlogn —n paran>1, (1.354)
temos
S(2v,2N) =k2N log 2v + k2N log(27m)3/? + gkﬂN log(kT)+
+ gk‘QN — k2N log2N + k2N =
=2kN logv + 2kN log 2 + 2kN log(27rm)®/? + ZSkN log(kT) + 2%1{:]\7—
— 2kNlog2 — 2kNlog N + 2kN —
=2 (kN log v + kN log(2rm)*/? + gkN log(kT') + ;k:N — kNlog N + kN> =

=25(v,N) .
(1.355)

O]
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Em comentéario final acentue-se que na base do paradoxo de Gibbs se encontra a di-
ficuldade conceptual inerente a Mecanica Classica de que nao sendo logicamente possivel
distinguir dois estados iguais de um mesmo sistema, nada impede que se possam distin-
guir dois estados infinitamente préximos — o que sabemos nao ser valido em Mecanica
Quantica! De realcar também a utilizagdo da férmula de aproximacao de Stirling (1.354),
o que significa que para um sistema com um numero reduzido de particulas (de graus de
liberdade) a demonstragao ja nao é vélida.

1.33 Distribuicao gran-canénica

Situactes como a que acabamos de referir impGem portanto a hipétese de indiscernibilidade
e, em consequéncia, a adopcao das férmulas:

1 v-m
P = ﬁe kKT (1356)
1 v-H
Z = ﬁ e kT y (1357)
U =—kTlogZ , (1.358)
ov

= _—_ . 1.

S a7 (1.359)

Por maioria de razao a mesma necessidade se fard sentir quando consideramos sistemas
constituidos por particulas idénticas sendo o seu numero varidvel, o que acontece quando o
sistema é “aberto”, isto é, em contacto com um reservatorio de particulas do mesmo tipo,
ou ainda por razoes intrinsecas a natureza fisica dessas particulas, como é o caso dos fotoes.

Seja entdo um sistema de particulas idénticas em contacto com um tal “reservatério” que
faz variar o nimero N de particulas que o sistema contém, suposto sempre em equilibrio a
uma certa temperatura 1. Se o nimero das suas particulas fosse fixo e igual a IV, a situacao
estatistica seria regida pelas férmulas (1.356)—(1.359), com N fixo. No caso de N variar, a
distribuicao é entao dada formalmente pelas mesmas equacoes, mas agora com N variando:

Pr(Q7p7 Na dQ7dp) EPr(Q1,p1,QQ,pq, ve 7QN7pN;dq17dp17dq27dp27 v 7qu7de) =
=P(q,p, N)dg1dp1dgedps . . . dgndpy =
\II(N) - H(q17p17q27p27 cee 7qN)pN)> .

kT

1
=cte - N exp <

-dgidpidgedps . . . dgndpn -
(1.360)

Deve acentuar-se desde ja que, variando N, varia a expressao da energia do sistema de
fases, o seu hamiltoniano, o nimero de coordenadas, a dimensao do espago de fases, etc.
Em particular, enquanto para cada valor fixo de N a probabilidade (1.356) estd normalizada,
quando N varia e toma valores quaisquer ela deixa de o estar e havera que introduzir outra
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constante para assegurar a normalizacao sobre todos os valores de N, ou seja:

N=oo
1 \II(N)_H(QLPl:Q%P%u-»QN:PN)
1= Z / cte - N!exp{ T dgidpidgedps . .. dgndpy .

N=0 q:’p1,
q2,p2,

(1.361)
Nota. Escrevemos W(N) para realgar que ¥ depende do nimero N de particulas.

A partir de U(N) e de cte, definimos certas constantes € e v(N) da seguinte maneira:

cte = exp (2;) , (1.362a)
U(N)=N-v(N), (1.362b)

pelo que a densidade de probabilidade toma a forma

o 1 Q+NV_-H(q17pl7"'7qNapN)
P(q,p,N) = N7 &P < T (1.363a)
e a condicao de normalizagao vem, abreviadamente,
_ 1 Q+NV—H(Q17P17"'aQN7pN)
1=>" / A1 €XP < T dgi...dpy . (1.363b)
N qp1,
aN PN

Vemos assim que esta nova distribuicao, dita gran-candnica, se obtém formalmente da
distribuigao candnica substituindo ¥ por 2 + Nv (e dividindo por N!, no caso de a indis-
cernibilidade néo ter sido levada em conta na distribui¢do canénica). Adiante mostraremos
que nestas novas condigoes {2 4+ Nv é a energia livre e v o potencial termodinamico.

O formalismo probabilistico decorrente da distribuicao gran-canoénica da, por exemplo,
para o valor médio de uma grandeza G = G(q,p, N) = G(q1, p1,q2,p2, - - -, 4N, PN ) depende
do nimero N de particulas

= 1 Q+ Nv—-H(q,p, N
G=), / N &P < T ( )> G(p,q,N)dq1...dpn . (1.364)
N q1,P1,
N PN

Em particular se G = N, vem para o valor médio do nimero de particulas presentes no
sistema

A &P

— 1 Q4+ Nv—H(q,p,N)
N = - N -dgy...dpy . 1.365
Z ( T a1 PN ( )
N a1\
aN PN
A partir da distribui¢do gran-canénica podemos agora proceder de modo analogo ao que
foi feito com a distribuicdo candnica e que nos permitiu introduzir a temperatura e atribuir

o significado fisico de energia livre a —kT log Z.
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Partimos entao de uma distribuicao gran-canénica em equilibrio a uma certa temper-
atura T' e com certos pardmetros a caracterizando a estrutura do sistema (por exemplo,
presentes na expressao do hamiltoniano). Variando 7' e a, teremos diferentes valores para
v, para a constante de normalizacao €, para o valor médio N do ntimero de particulas, para
o valor médio E da energia, etc. Fazendo entao variar de éa e §T os parametros a e T, ter-
emos consequentemente certas variacoes 6€2, 6N, dv, JE para as grandezas acima referidas.
Como, por outro lado, estas variacoes sao feitas obecedendo a condigao de normalizacao
vem, diferenciando (1.363b),

1 Q v—H(q1,P1,-++» PN)
bo3 [ L
quzpla
lINmN
50 9 N.  Nv 1 9H_  H
O T+ 0y — 6T — "~ Sa+ 6T ) dgdp , (1.
><<kT Rz TR T R T kT 9a T R > adp, (1.366)

donde, pela definicao dos valores médios,
Q0 N Nv 1 — E
0=-———=0T+ —0v— —6T— — A6 — 0T 1.367
e A L R i PR (1.367)
designando por A = % o valor médio da forca generalizada ao parametro a.
Consideremos agora a expressao no expoente da distribuicao gran-canénica,

Q+NV—H(Q7p>N)

N = 1.368
2 , (1.365)
cujo valor médio tem a forma
=~ Q+Nv-FE
N= ——————— 1.369
T (1.369)
A variagao desta grandeza em consequéncia das variagoes da e 61 é entao dada por
— 00 Q N OF E
=" 2 sr oy U -2 4 T (1.370)

KT kT2 KT kT2 kT ' kT2
Subtraindo (1.367) de (1.370) obtemos

v — OF 1 — — - — —
ON=-—"0N——+ -—A0a — OF = —kToX + A} ON . 1.371
T T + o A0a + Ada + v ( )
Recordemos agora uma férmula da termodinamica fenomenolégica, vélida para uma
situagao semelhante a que aqui estudamos, ou seja, para um sistema aberto com uma ou

mais componentes (quimicas) de massa variavel:

dE = calor+trabalho+... = TdS+>  AdA+> péN =TdS—pdv+ Y pdN . (1.372)

N representa o nimero de moles de cada componente quimica e p o potencial quimico
associado; a ultima igualdade traduz o caso particular em que o tnico parametro a que
realiza trabalho é o volume. Tendo em conta a definicdo de energia livre, segue-se que

V=F-TS = dU=dE-TdS—SdT = —SdT + Y Ada+ Y udN,  (1.373)
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donde se conclui que

ov ov ov
a9 A= — ) = 7% -
oT da ON
Supondo, em particular, que existe apenas uma componente (o somatério desaparece), e
introduzindo uma nova grandeza €2,

U=Y(TaN) — -S= (1.374)

Q=Y —-Np (V¥ =Q+Npu) (1.375)
vird entao, atendendo a (1.373)
dQ =d¥ — pdN — Ndu = —SdT + > Ada — Ndp (1.376)

donde, analogamente,

Q Q Q
0 o N0 (1.377)

Q=T ap) = S=-z5, A=4-, “on

Ora a comparagao das igualdades (1.371) e (1.372) dd-nos alguma base para sugerir a
identificacao entre as grandezas fisicas nelas intervenientes, e consequentemente, considerar
como validas em fisica estatistica todas as férmulas anteriores.

Nota. Nalguns tratados utiliza-se um simbolo diferente para a mesma grandeza fisica con-
siderada em termodinamica estatistica e em termodinamica fenomenoldgica, o que nao
fazemos aqui.

Em resumo, postulamos que
e v é o potencial quimico p (no caso de apenas uma componente);
e —kN é a entropia S.

Donde, atendendo a (1.368),

— Q+uN-F
—kN=—-k———— =8 1.378
kT ( )
ou seja

E Q+uN E — energia livre
S=—- = . 1.379
T T ( T ) (1.379)
Tornando entdo a distribuigdo gran-candnica, vemos por (1.375) que a grandeza ) é a

mesma que a que ali intervém??.

Recordemos ainda como, numa distribuicao candnica, se podiam obter todas as grandezas
termodinamicas a partir da soma de estados

Z = /exp <—Z> dgdp ,

ou

24 . . . -
De notar que, pelo que precede, ja se concluiu que ¥ é a energia livre.
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se se tiver em conta a indescernibilidade. Assim, a energia livre, a entropia, etc., vinham

dadas pelas formulas

ov
\I] = — = —— .
kT'logZ , S 5T etc

Ora no caso da distribui¢ao gran-canénica, pode ver-se que a generalizacao do conceito de
soma de estados é agora dada por

Zao = Z / A7 €XP ( T dgi...dpy . (1.380)
NogpN
Com efeito, vem
ZaoerT = Z / 1 &P ( T dgr...dpy =1 (1.381)
N gp.N

sendo a segunda igualdade devida a (1.363b). Em consequéncia,
Zoo = e T = Q= —kTlog Zgc - (1.382)

Alids, com esta definicdo de Zgc, a densidade de probabilidade da distribuicao gran-
canénica (1.363a) pode escrever-se sob a forma

— 1 N—-H qapaN
P(q,p,N) = Z@éﬁ exp (” k; )> : (1.383)

A partir desta expressdo generalizada da soma de estados, Zgc, podemos obter todas as
fungoes termodinamicas. Com efeito, por meio de (1.382) obtém-se o potencial ; seguida-
mente as férmulas (1.377) dao-nos a entropia e os valores médios de N e A, que s@o as
grandezas que em termodinamica estatistica identificamos com as grandezas correspon-

dentes em termodinamica fenomenolégica. Verifiquemos, por exemplo, a férmula N = —%:
o0 - 1 0Zqc -
— = (equacao (1.382)) = —kT'—— = (equacgao (1.380)) =
o, = (eamacio (1.352)) Jee o = (eauaco (1.380)
=—kT—— / exp( dg;...dpy =
Zao %: kT NI kT ! (1.384)
q.p,N
_ 1 uN — H —
=—Zat Y. / 1 €XP <kT> Ndgi...dpy = —N .
q,p,N

Para A = g—g seria analogo.

1.34 Sobre a deducgao da distribuigao gran-candnica

Esta deducao podia também fazer-se retomando as mesmas linhas que nos permitiram
deduzir a distribui¢do canénica a partir da distribuigdo microcanénica (ver secgao 1.20).
Sé que agora, partindo da distribuicdo microcanénica de um sistema com energia total
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E = E' + E” repartida por duas componentes (uma, “pequena”’, de hamiltoniano H', e
outra, “muito grande”, de hamiltoniano H”), hd também que considerar o nimero total
constante de particulas N = N'+ N” que se reparte pelas duas componentes (com N’ e N”
varidveis). Naturalmente, quando N’ e N = N — N’ variam — mantendo sempre constante
a sua soma — variam também as dimensoes dos espacos das fases de cada componente,
sendo sempre constante a dimensao do espago das fases do sistema microcandnico total.
Seguindo entdo a dedugao apresentada naquela sec¢ao, chegamos a mesma féormula

!/

d
log Pr(PR' € dV'(¢, "), N") =log Q" (E" = E — H'(¢',p', N)) + lo ( >:
g Pr( (¢,p"), N') =log ( (¢,p,N')) +log ) (1.385)

=logQ"(E" = E - H'(¢',p',N')) + cte

havendo, naturalmente, que ir acentuando a intervencéo de uma varidvel suplementar, a do
numero de particulas. Ora tendo em conta a discussao exposta na secgao 1.30, podemos
com boa aproximacao fazer

S" = klog Q"(E") (1.386)
as" 1
o5 = T (1.387)

pelo que a equacao (1.385) toma a forma
1
log Pr(¢',p/, N') = %S”(E”) + cte . (1.388)

Mais precisamente, porque a entropia da “grande” componente depende nao sé da sua
energia E” mas também do nimero N” = N — N’ das suas particulas, a férmula anterior
deve escrever-se

1
log Pr(¢',p/,N') = %S”(E” =E—-H;N"=N-N')+cte, (1.389)
pelo que o desenvolvimento de Taylor da referida seccao tem agora mais um termo:
1 05" 05"
log Pr(¢',p’, N') =z (E — H/)OE” + (N — N/)ON” +.. ] + cte =
= (equagao (1.387)) = ! (E—-H') ! + (N — N 05" + + cte
= (equag . =7 T N7 T :
(1.390)
Utilizando entao a féormula da termodinamica fenomenolégica
oS I
obtemos
1 N' — H'
log Pr(q. ¢/, N') = (B ~ H') - %(N — N') + ctey = ’“‘T +ctey =

N/ _ Hl
= Pr(q’,p’, N') o exp <MkT> . (1.392)
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A constante  acima introduzida intervém agora associada & normalizacao (a constante
de normalizagao escreve-se sob a forma exp(%)), donde a forma final da densidade de
probabilidade (abstraindo das plicas):

Q N-—-H N
Pr(g,p, N) = exp [ —* (9,0, N) (1.393)
kT
Introduzindo a hipétese de indiscernibilidade, vem
_ 1 Q+uN — H(q,p,N)
PI‘(q7p, N) - ﬁ €xXp ( LT ) (1394)
com ) dado por

exp ( k:T) = %: NI / exp ( T dgi...dpn . (1.395)

1.35 Decomposicao da fase em células finitas. Método da
distribuicao mais provavel®

No que se segue vamos retomar o estudo de um sistema constituido por N > 1 particulas
idénticas. Acentue-se desde ja que muitas das conclusGes se transpoem imediatamente para
um sistema formado por N > 1 subsistemoas quaisquer idénticos, em fraca interacgao, pelo
que os métodos que vamos expor se apresentam assim dotados de uma grande generalidade.
Cada particula, com trés graus de liberdade, possui coordenadas candnicas q1, g2, g3,
p1, P2, P3, associadas a um espago (reduzido) das fases de dimensdo 6 que designaremos
por u = pg. Quanto ao conjunto das N particulas, ele é descrito, como sabemos, no espaco
I' = T4y das fases do sistema (gds) com 6N dimensoes. ‘Strictu sensu’, o estado do gés
s6 serd conhecido em todo o rigor sabendo-se a posicao do seu ponto representativo em
I'sny a cada instante. Como tal é manifestamente impossivel, procuramos determinar a
distribuicao das particulas por diferentes estados, nomeadamente calculando densidades de
probabilidade segundo os valores possiveis das suas coordenadas, momentos, energias, etc.
Na base dos raciocinios que passamos a expor estd uma hipdtese em flagrante contradigao
com as ideias da Mecéanica Cléssica, mas perfeitamente justificada no ambito da Mecanica
Quantica: consiste em supor que nao é possivel distinguir qualquer diferenca no estado
de uma particula (isto é no seus valores de q¢1,q2, g3, p1,p2,p3) quando esses valores se
encontram no interior de um certo dominio w — necessariamente muito pequeno, mas nao
nulo! — do espaco pu = ug?%. Mais precisamente, a nossa hipétese de base consiste em
considerar o espago p = ug integralmente repartido em células elementares w, de medida
muito pequena, e no interior das quais é impossivel distinguir dois estados diferentes?”.

25 Por razbes ébvias que adiante se expdem, esta seccio e os seguintes concluem a parte deste Curso
relativa a Fisica Estatistica Cldssica e preparam a introducdo a segunda parte, sobre Fisica Estatistica
Quantica.

26Em Mecénica Quéantica, como sabemos, esta hipétese é valida: o nimero de estados efectivamente
diferentes existentes no interior de um dado volume (a 3 dimensoes? do espago u = ue) de medida V' é dado
por g = V/h3.

2TEm praticamente todos os casos de interesse supde-se também que as células tém todas igual medida,
independentemente da sua localizagao no espago. Nessas condigoes, algumas das expressoes que se seguem
tomam uma forma simplificada.
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Em consequéncia desta decomposicao da fase em células finitas w, as densidades de
probabilidade acima referidas vém agora substituidas pelo nimero (nao nulo)

N1 ,q2,q3,p1,p2,p3 (W) = Ngp(w)

de particulas que tém o seu estado na célula w situada em ¢, p. Alids, e para simplificar,
usaremos o préprio simbolo w para numerar essas células no espago pu = pg. Temos assim
as células wy, ws,ws, . .., em que o indice (inteiro) indica a sua localizacao em p = ug, sendo
n; = n(w;) o numero de particulas cujo estado se encontra em w;.

Naturalmente que ao abandonarmos a descri¢ao “rigorosa” do estado do gas (como con-
hecimento do seu ponto representativo em I'gx) pelo conhecimento do nimero n; = n(w;)
de particulas na célula w;, preterimos uma descricdo mais “completa” em favor de outra
que nao s6 o é menos, mas é mesmo radicalmente diferente. Com efeito, se o conheci-
mento do estado do gés se identifica nao ji com o conhecimento do ponto representativo
em ['gy mas tdo somente com o dos numeros n;, tal significa que estamos a considerar a
indiscernibilidade das particulas dentro das células. Na verdade, dado um certo estado do
gas (segundo o conceito ora introduzido, isto é, um certo conjunto de nimero n;) qualquer
outra distribuicao que dé os mesmos valores dos n; e que se obtenha por permutacdo das
particulas “no interior” de cada célula w;, nao se distingue daquela: é o mesmo estado.

Mais concretamente, e dada uma certa distribuigdo das particulas (ou seja, um certo
conjunto de nimeros n;), o nimero de maneiras de conseguir a mesma distribuicao é

N! N! N!

[In° de permutacoes no interior de cada célula w;  [[n;!  nilnalng!. ..
i i

(1.396)

Nota. Se nao se considerar a indiscernibilidade, a troca de quaisquer duas particulas (de
entre as N que constituem o gds) daria origem a N! estados diferentes para o gis. Mas
dentro de cada célula w; ha efectivamente indiscernibilidade, ou seja: a troca de particulas
no seu interior (e como nele existem n; particulas, temos n;! possibilidades diferentes de
realizar essas trocas) nao conduz a estados diferentes para o gas. Donde a férmula (1.396).

Regressemos agora ao espaco I' = I'gy e tenhamos em conta o que atras ficou dito sobre
a relagao de proporcionalidade existente entre a probabilidade de um estado macroscépico
e a medida do volume do espago das fases que perfaz esse mesmo estado. Dado entao o
estado macroscopico do gas identificado por um certo conjunto de nimeros de ocupagao
n; = n(w;) — ndimero de particulas cujo estado é indiscernivel no interior da célula w; do
espago p = pg — isto significa que cada uma destas n; (i = 1,2,...) particulas “ocupa”
um volume de medida w; do espago u = pg. Segue-se que a medida do volume do espaco
I" = I'gn correspondente ao referido conjunto de nimeros n; descrevendo um certo estado
macroscopico do géds, vem igual a

[Jws . (1.397)

Contudo, vimos acima que dado um estado macroscépico traduzido por um certo conjunto
de nimeros n;, a férmula (1.396) d4 o nimero de maneiras de obter o mesmo estado, e a
cada uma velas corresponde, no espago I' = I'g v, 0 mesmo volume (1.397). Conclui-se assim
que a medida do volume total do espaco I' = I'gx que perfaz o mesmo estado macroscépico
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descrito pela referida coleccao de nimeros n; é dada por

Ns
ni 'TLQ H Ws o
Donde a probabilidade do estado é

Pr(ni,no,...) = cte—— Hw”s . (1.398)

n1'n2

Nota. No caso acima referido, de igual medida para as células elementares, vem evidente-

mente
N!

Pr(ni,ng,..) = cte 5

(1.399)

O objectivo seguinte consiste em determinar a distribui¢do de niimeros n; que maximiza
esta probabilidade — ou, equivalentemente, o seu logaritmo. Se, como aqui é o caso,
suposermos fixo o nimero de particulas — N — bem como o valor da energia total — E
— entao estamos perante um problema de estacionaridade condicionada, ja que os n; nao
podem ‘a priori’ ser quaisquer, antes tém de obedecer as condigoes ébvias

N:Znszfl(nl,ng,...) , (1.400)

E=) nyEs=I(ny,ny,...) (1.401)

onde F; designa a energia da célula w;: sobre estas condi¢oes pretendemos entao determinar
ni,ns, ... tais que venha méxima a expressao?®

log Pr =log cte + log N! — Zlogns! + Zns log wg =~
S S

~logcte + Nlog N — N — Z(nslogns — nyg) —i—Znslogws =
S S

=log cte + (Zns> . <loans> —Znslogns +Znslogws =1I(ny,ng,...) .
S S S S

(1.402)

Como se sabe, a solucio do problema vem dada pelas equacoes de Lagrange?”

o1 oL 0l
on, " 0n, Mong

=0, s=12,..., (1.403)

onde A, 1 s@o certos multiplicadores. O conjunto das equagoes (1.400)—(1.403) determina
entao completamente a solucao, incluindo as expressoes para A, u. Introduzindo entao as

*8Nas igualdades da equagao (1.402) utilizdmos a férmula de aproximacao de Stirling — equacio (1.354).
29Ver seccao B.1, em apéndice.
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equagoes (1.400)—(1.402) em (1.403) vem o resultado pretendido:

1 1

8n an 7+log an +n5~27 (logns—i—ns-n—)—i—logwsz
5 r#s - J s

Zn an—i—log Zn] (logns + 1) +logws =

= log N —logns + logws
(1.404)

log N —logng +logws —A-1—pE, =0 = (...) = n, = Nwse *H#E  (1.405)

Este formalismo “discretizado” (decorrente da hip6tese wy # 0) permite obter o formalismo
“continuo” correspondente, ja que, como ws é muito pequeno, o quociente ng/ws se pode
identificar, no limite, com a densidade N (E) de particulas do gds no ponto do espago p = pg
onde estd situada a célula wg, de energia F = FEj:

s — N(E) x exp(—\ — uEs) . (1.406)
Ws

N(E)dE representa portanto o niimero de particulas do gés com energia igual a F a menos

de dE. Equivalentemente, N~!N(FE)dE é a probabilidade para que uma qualquer particula

do gas tenha energia igual a ¥ a menos de dF. Naturalmente, os pardmetros A, i vém agora

dados pelas expressoes correspondentes obtidas de (1.400) e (1.401):

N = /N(E)dE, (1.407)

E = /EN(E)dE (: /s(s)ds> . (1.408)

como se vé, reencontramos a forma canodnica da distribuicao. Pode alids, a partir daqui,
encetar-se uma dedugao em tudo idéntica a exposta na seccao 1.21, permitindo concluir,
por analogia com resultados da termodindmica fenomenolégica, que

1

— . 1.4
T (1.409)

M:

Quanto a A, o seu significado sera evidentemente associado a normalizacao da probabilidade.

1.36 Oscilador harmonico quantico

Para melhor esclarecimento do que precede, vamos refazer a demonstracao anterior sobre
um caso particular, o do chamado “oscilador harménico quéntico”, ou seja, um sistema
fisico que possui apenas como valores possiveis para a sua energia os “niveis” da forma (e
é um certa constante positiva)

1 1
E:En:2eo+n60:eo<n+2) , n=0,1,2,..., (1.410)
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todos com igual probabilidade ‘a priori’.
Neste exemplo, o espaco u é agora uma entidade geométrica de estrutura muito sim-
plificada: as células elementares, aqui identificadas com os “niveis de energia”, tém igual
medida”, traduzida pela igual probabilidade ‘a priori’ desses mesmos niveis.

Considerando entao um sistema fisico formado por IV > 1 “osciladores” deste tipo, seja
uma certa distribuicao segundo as energias possiveis: admitindo que existem n; osciladores
com energia Ej, a probabilidade desta distribuicao ser dada por

N!

—_— 1.411
nolnllng!... ’ ( )

Pr(ng,ny,ne,...) = cte

estando os numeros n; sujeitos as condigoes (1.400) e (1.401). A deducao faz-se como
acima, apenas com ws = cte, para todo o s, e de novo se obtém a férmula (1.405) —
ns x exp(—A — uFs) — ou ainda, repercutindo em A a condi¢do de normalizacao,

ns = exp(—A — puEs) . (1.412)

A entropia do sistema (mais precisamente, o valor da entropia correspondente a distribuigao
mais provavel, que é aquela que o sistema toma com superabundante probabilidade) vem
dada por S = klog Prpyax, ou seja, introduzindo (1.412) em (1.411) e tomando o logaritmo,

= log Prpax =log cte + log N! — Z logng! ~

S

~l]ogcte — N + Nlog N — Z(—ns + nglogng) =

s

=cte™ — Zns logns = (equagao (1.412)) =
S

=cte® — Z(—)\ — pEs)exp(—A — pEg) = (1.413)

S

=cte” +)\Zexp -\ — uEy) —l—uZE exp(—\ — puFyg) =
=cte” + )\Zns + ,uZE ns = (equagbes (1.400) e (1.401)) =
=cte™ + )\N +ulE .

Atendendo a defini¢ao da temperatura, obtemos a expressao de

108 1

vindo entao para a distribuicao dos ng:

Nns = exp < A— f;) , (1.415)
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sendo A obtido através da condigao de normalizagao:

E - Y _ ‘o 8+l
sznszzexp< )\_k:T> = (equagao (1.410)) =e ZS:G i (st3) =

€ 1
~5T Ze = (série geométrica) = e T - —g = (1.416)
1—e 7
efﬁ
= ——
1—e &7
ou seja,

1 e 3kt

+A _ ’
Ao i 1.417
N & (1.417)

Quanto a energia total, vem dada por
E—ZnE = (equagoes (1.410) e (1.412)) —Ze s+1 ex )\—E
= s sFs = (equag . . = g 0 5 p
e (s+ 2 E
SONE (—A— °(kT2)> + 2 e (A1) =
=epe” ~ar Zsexp( ) —1—62();715: =

e S (o (- 39) 4 B 0 -

_ g d (5 €0
= — kTege 2de— (;exp (_k:TS>> + 2N—

€0 —
o d 1 €0
= — kTepe > oF — [ —— Dy =
o deg <1ek0T> " 2

L0 1
€ — kT | — 57
—— kTGOef)‘* QkOT (_1)6—(k) + @N ,

(1.418)
donde, introduzindo a expressio (1.417) de e™
o ; o 3HF :
E —Ege_)‘ 2T 5+ ON = 606_/\ 3 N =
_ <0 2 _s 2
1—e kT) (1 —e kT)
N(1 oy
_ N exp 5 R S v (1.419)
e~ 2T (1 e ;%)2 2
e kT €
—eoN + 9N,



Capitulo 1. Fisica Estatistica Cldssica 81

isto é,

N
E=N2 4 % (1.420)
2 etrr —1
que é a férmula de Planck bem conhecida na teoria dos quanta para a energia de um
conjunto de N osciladores quanticos.
A férmula (1.420) pode alids obter-se de modo diferente, calculando directamente o peso

estatistico de todas as distribuigoes que conduzem ao mesmo valor para a energia total.

Demonstracao. Com efeito, como qualquer dos osciladores s6 pode possuir um certo nimero
inteiro de quanta (ou, por outras palavras, como os valores da sua energia sao da forma
(1.410),

1
ES:§€0+S€0, s=0,1,2,... ,

segue-se que a energia total do conjunto dos N osciladores vem dada por
1
E:Ngeo—i—Meo =E(M), (1.421)

onde M ¢é um inteiro positivo que depende da distribuicao dos osciladores pelos niveis de
energia, isto é, do nimero de quanta que cada oscilador possui. Mais precisamente, e
designando por mg o nimero de quanta que possui o oscilador nimero 5,30 vem

M=mi+mog+...+mpy (1.422)

(podendo alguns dos m serem nulos). Fixar entao um certo valor E para a energia equivale
a fixar o nimero inteiro M. Ora o nimero de distribuigoes possiveis que reproduzem o
mesmo valor E da energia é igual ao nimero de maneira de distribuir M unidades pelas
N parcelas da soma anterior, ou seja, o numero de maneiras de distribuir M bolas por
N caizas (eventualmente com repreticio), nimero esse que em Andlise Combinatéria se
demonstra ser igual a

wan = M+ N -1

N T (1.423)

Este é portanto o peso estatistico de todas as distribuicoes possiveis correspondentes a M
quanta (correspondente a uma energia total E = Nieg+Mey = E(M)) pelos N osciladores.
A entropia do conjunto vird entao (ver o mesmo comentdrio acima)

S
T =logW =log(M + N —1)! —log M! —log(N — 1)l = (M,N > 1) ~

~log(M + N)! —log M! —log N! = (equacao (1.354)) =~
~—(M+N)+ (M+ N)log(M+N)—(—M + Mlog M) — (—N + NlogN) ,
(1.424)

ou seja

%:(M+N)log(M+N)—MlogM—NlogNE S(M) . (1.425)

1
k

39N30 confundir com a definicdo dos ny utilizados na deducéo anterior!
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Donde a temperatura:

1 198 19S(M)dM ) 1 1
KT —kOE &k OM dE (equa@ao (1421) = M(B) = ( 26(’))
1 98 1 1 1
== P (log(M 4+ N)+ (M +N)——— — (logM + M— ) | =
cok OM 60<Og( TN MAN) TN <Og - M)>
1 1 M+ N
=—/(log(M + N) —log M) = — log + ==
€0 €0
1 M4 e e N 1 E(M g
_Log oM + ey + 60]% = (equacdo (1.421)) = —log L—Feoif ,
€0 oM + ey — €0y €0 E(M) — e
(1.426)
isto é,
E(M y . E+ed
0 _16 L—Fﬁoif eFT — LOK[ _ (1.427)
kT E(M)—607 E_E()f

E resolvendo esta expressao em ordem a E encontramos de novo a formula de Planck:

N € N € N €
E+€0§:e% <E—€02> - E(l—e%>:_60§ (1"_6%) -

N1l+eit  Neif —142 N< 9 >
f— E:+E — e =€ =€) — 1+€7 . 1428
"2k 1 2 eiro1 2 &)

O]

1.37 Sistema com dois niveis de energia. Temperatura abso-
luta negativa

Neste exemplo consideramos um conjunto de N sistemas idénticos, cada um dos quais
admite apenas dois niveis de energia, +€y e —e€p, sendo fixada a energia total E (para o
conjunto dos N sistemas). Tal como no exemplo anterior, também aqui as células ele-
mentares coincidem com os “niveis de energia” e possuem igual probabilidade ‘a priori’.
Um sistema deste tipo é bem conhecido em teoria quantica sob a designacao de spins, e as
suas propriedades tém aspectos particularmente interessantes, como veremos.

Nota. Naturalmente, o valor —e¢y nao corresponde a uma energia efectivamente negativa,
mas traduz apenas uma certa escolha da constante aditiva arbitraria da energia. Assim,
designando por ny e n_ = N — ny o numero de sistemas com energia respectivamente
igual a +€g € —¢€g, a energia total E virad igual a £ = nyey — n_ep, valor este que pode ser
positivo ou negativo consoante se tiver

<0 <= >n_
teon (1.429)

E=nye—n_¢g .
>0 — ng < n_

O estado do conjunto de N sistemas, ou seja, a sua distribui¢do pelos dois niveis de
energia, depende apenas de uma sé varidvel independente (por exemplo, ny, ji que n_ =
N — n+).



Capitulo 1. Fisica Estatistica Cldssica 83

Ezercicio 7. Retomar o problema sé com uma varidvel independente.

Contudo, utilizaremos as duas variaveis n4 e n_, as quais impomos as condig¢oes

Li(ng,no)=ny+n_=N (1.430a)
Iy(ny,m_) =nieg—n_e=FE . (1.430b)

A probabilidade de uma certa distribuicao identificada por dois valores para ny e n_ vem
dada por (1.411), ou seja,
N!

nyln_!

Pr(n4,n_) = cte (1.431)

e a sua maximizacao obedecendo as duas condigoes impostas faz-se pelo processo acima
indicado (equagoes (1.402) e (1.403)):

logPr(ny,n_) = (equagao (1.354)) ~logcte + Nlog N —nylogny —n_logn_ ,

(1.432a)
oI o6 Iy oI o6 Iy
—A — =0 —A — =0 1.432b
ony ony ’“‘an+ " On_ an_ HMon_ ’ ( )
as quais conduzem a (1.405),
n4 = exp(—\ — peo) (1.433a)
n_ = exp(—\+ peo) , (1.433b)

absorvendo em A, como em (1.412), a constante de normalizagao.

Ao contrério do que geralmente acontece nos problemas com multiplicadores de La-
grange, estes podem aqui ser efectivamente calculados em fungao das varidveis estacionar-
izadas. Com efeito, as férmulas (1.433) permitem obter A, u como fungoes explicitas de
Ny, N_:

n4

1
= (equacdo (1.433)) = e 20 — ey = logn——’_ — u=—-—— logni . (1.434)
n_ n_

260 no
E introduzindo este resultado na expressao de um dos n, vem

1 1
ny =e MHO — e} = — e F0 = (equagdo (1.434)) = — 0t nin_ =
ny ny n_

1
= A= —ilog(nJrn,) . (1.435)
Quanto & expressao da entropia, temos:

% = log Priax =(equagao (1.432)) = logcte + Nlog N — nylogny —n_logn_ =

=(equacio (1.433)) = cte* — (=X — peg)e N THO — (=X + peg)e ATHO =
=cte® + A (e_’\_”’eo + e_’\+“€°> +p <eoe_k_“60 - eoe_/\ﬂwo) =

=(equagao (1.432)) = cte® + A(ny +n_) + p(eons+ + (—eo)n—) ,
(1.436)



84 Fisica EsTATISTICA ¢ José Vassalo Pereira

ou seja,
S
= ctet + AN + uFE | (1.437)
donde o mesmo valor para pu:
1 108
== . 1.438
KT~ koE ! (1.438)
Nota. De notar que qualquer das expressoes que precedem se pode escrever como fungao
de uma so6 variavel, por exemplo, n,, ja que n_ = N —n.

Assim, a energia do conjunto de N sistemas vem dada por

E=nieg—n_e=nseg— (N —ny)ep =€(2ny — N) = E(ny) . (1.439)
donde, invertendo,
Linyg E (1.440)
ny == — :
+=3 w)
sendo
1 E
2 €0
Introduzindo entao (1.434) em (1.438) obtemos
1 11 ny ( fo (1.440)) 11 N—l-% 11 Ney — FE
— = p=——=—log — = (equagao (1. =——1log—% = —log ———
kT~ P 2¢€ & quag 2¢€0 gN—% 2¢€0 gNeoJrE’
(1.441)
isto é,
260 Neo— E\ !
T=—|log——— =T(F) . 1.442
k ( %8 Neo + E> (E) (1.442)

Esta férmula conduz-nos a um surpreendente resultado, ja que teremos uma temperatura
negativa sempre que o argumento do logaritmo seja inferior a 1, isto é:

Nﬁo—E

————— < 1<«—= Negg—E <N EF<—FE>0. 1.443
N60+E< €0 < Neg + > ( )

Ora esta expressao da energia total, £ = niey + n_(—ey) = e(ny —n_) — a qual pode
tomar um qualquer dos valores Neg, (N — 1)eg, (N — 2)eg, ..., (=N + 1)eg, —Neg — vemos
que tal serd o caso quando n4 > n_, ou seja, quando a ocupacao do nuivel de energia
superior (+€p) seja maior do que a do nivel inferior (—¢p).

Ezercicio 8. Representar graficamente a fungao (1.442), T'= T'(E):

1 k. Ne—E
LS P L 1.444
T(E) 26 °Ne+ E (1.444)

A energia F pode tomar valores entre —Neg e +Neg, pelo que

NEO—E

0< —
N€0—|—E

<1<—...—>E>O,etc...<:>{ (1.445)
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1/T(E} TI(E)

E<0 E<0

Figura 1.10: Representagdo grdfica da funcao T'=T(E) — equagdo (1.442).

Tem-se ainda

1 k Ney — B
li = (N = 1 — = 1 — —_ = 1.446
E-too T(E) ()= dm T(E) ~ B—iNey2e0 e Neg+ E 07 (1.446)
d 1 k —2N60
— D)=, .= — <0. 1.447
dE <T> €0 (NGo—E)(N€0+E) ( )

Donde as formas geométricas na figura 1.10.

Subjacente a este inesperada propriedade estd o facto de que, contrariamente ao que
acontece nos sistemas habituais com um grande ntimero de niveis de energia e onde por
consequéncia um aumento de energia implica um aumento de entropia, neste exemplo com
apenas dois niveis a entropia comega a diminuir a partir de um certo valor da energia, com
uma ocupacao crescente do nivel superior.

Nota. As temperaturas absolutas negativas constituem uma propriedade tipica de certos
sistemas quanticos, mais precisamente, dos sistemas dotados de spin. Contudo, pode ver-se
que a sua existéncia nao colide com os postulados da termodinamica classica (fenomenoldgica),
sendo perfeitamente compativel com os raciocinios ai utilizados na sua dedugao, nomeada-
mente os que fazem intervir motores de Carnot funcionando entre duas fontes de calor.



Capitulo 2

Nocoes Elementares de Teoria
Cinética

Dados experimentais varios:

e Viécuo mais perfeito: 107 atmosferas = 107 moléculas/mm?.

2.1 Lei da distribuicao das velocidades

Consideremos as particulas contidas numa certa regiao do espaco, de volume unitério e
elementar. Facamos as seguintes hipéteses:

1. Admitindo uma situagao de equilibrio, esse niimero de particulas é o mesmo qualquer
que seja a localizacdo no espaco do volume elementar em causa. Nao o sendo, as
particulas deslocar-se-iam das regioes de maior densidade para as de menor, existindo
portanto fluxos de matéria — contra a hipétese do equilibrio.

2. Supomos que existe uma densidade de probabilidade para os valores das componentes
da velocidade das particulas. Mais exactamente,

P(v)dv = P(vy, v, v3)dvidvedus

designa a probabilidade para que uma dada particula (contida numa regigo elementar
unitdria qualquer) tenha o valor da sua velocidade compreendido entre ¥ e v+ dv. Em
consequéncia, e designando por N o nimero total de particulas presentes no volume
total V| segue-se que %P(U)dﬁ é o numero de particulas que na unidade elementar

de volume tém a sua velocidade entre ¥ e ¥ + dv.

3. A hipétese seguinte consiste em supdr a independéncia probabilistica e a inexisténcia
de direcgoes privilegiadas para as componentes da velocidade. Em consequéncia, P
vem dada pelo produto de trés funcoes, cada uma delas dependendo apenas de uma
das componentes da velocidade — e essas trés fungoes sao iguais:

P(v) = fi(v1) f2(v2) f3(v3) = f(v1)f(v2) f(v3) (2.1)

86
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4. Finalmente, admitimos a isotropia das velocidades, ou seja, assumimos que a prob-
abilidade para que uma particula tenha um certo valor da sua velocidade depende
apenas do seu médulo e é independente da sua direcgao. Ou seja:

P (%) = P(|7] = v, versor de 7) = (!) = P(|v]| = v) = P(v?) . (2.2)
Em consequéncia, sempre que se tiver, para certas velocidades
v? + v3 + v3 = cte <= vydv; + vadwg + v3dvz =0 (2.3)

tem-se igualmente

0P 0P 0P
(|7] = v) (v*) = cte <= o dv; + 90 dve + 905 dvg =0 (2.4)

Em virtude de (2.1) esta equagao escreve-se

S (1) f(v2) f(v3)dor + f(v1) f'(v2) f(v3)dvg + f(v1) f(v2) f (v3)dvs =0 (2.5)

donde, dividindo por P = f(v1)f(v2)f(v3),
f’(UQ)d f(v3)

f'(v1)
o0 T o) T Flos)

dvs =0 . (2.6)

Pretendemos entao determinar a expressao da funcao f obedecendo a (2.6), estando os
argumentos condicionados por (2.3). Introduzimos (ver apéndice B.1) um multiplicador de
Lagrange A, e o problema reduz-se ao conjunto das quatro equacoes

! '((“1)) Y =0, (2.72)
U1
[ (v2) _
f(UQ) + )\’UQ =0 , (27b)
f((;}g)) + vz =0, (2.7¢)
vif—kz);)% +v2 = cte . (2.8)

Da equagao (2.7a) se conclui que A é apenas funcao de v;. Analogamente, das outras duas
se concluia que era funcao exclusiva de vo — e de v3. Segue-se que A é uma constante,
donde vem para f:

d 1
T log f(v1) = —Av; = log f(v1) = —5)\1)% +cte = f(v1) = cte- o2l (2.9)
1

As equagoes (2.7) sao idénticas pelo que se tem

P(0) = f(01) f(02)F(05) = cte - exp |~ (0 + 03 +03)] (2.10)
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O valor da constante obtém-se pela condigao de normalizacao:

1= ///Cte . e_%(vf—i'vg—i'”?%)dﬁ:

TER3
v1=-400 v =-400 v3=-400
_ A2 A2 2,2
= cte e 2%dwv; e 2%2dwy / e 2%dus | =
1=—00 2=—00 3=—00
e A2 ’ T 3
= cte e 2%ds | =cte- — | , (2.11)
/2
=—00
ou seja,

3
A 2
te = [ — 2.12
co=(5)" (212)
donde a expressao de P ¢

- (3

A constante A\ serd determinada na secgdo seguinte.

[N

A
- exp [—Q(U% + vl + Ug)] . (2.13)

2.2 Pressao. Equacao de estado de um gas perfeito

Pelo choque (suposto eldstico, por hip6tese) contra uma superficie normal a direc¢ao Ox
(ver figura 2.1) uma particula transmite a essa superficie um impulso de 2mu;, igual a
variagdo da componente = da sua prépria impulsao (+mwv; antes do choque e —muwv; depois
do choque).

Esta afirmacao considera-se como decorrente do teorema da impulsao,

—

- d
f=m=

o = fdt = mdv = /fdt:m/dﬁ, (2.14)

em que a forca actuando a particula é nula a nao ser numa vizinhanca muito pequena da
parede onde existe um potencial muito intenso responsavel pela inversao da componente
de velocidade normal a essa parede. Assim, para um intervalo de tempo muito pequeno
contendo o instante do choque com a parede, vem para a variacao da impulsao,

T+0t T+0t
AL = fidt =m dvy = m(vi (1 + 0t) — vy (1 — 0t)) = m(vi(77) —v1(77)) =
T;ét T—/(St
=m[-v(77) —vi(r7)] =2mui(t7) = |AL|=2muvi(7") (2.15a)
AL =0 (2.15b)
ALy =0 (2.15¢)

Em consequéncia, a pressao mais nao é que o valor médio (durante um certo intervalo de
tempo) destas impulsoes elementares (mais exactamente das suas componentes normais)
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recebidas por um elemento de superficie de drea unitaria. Atendendo ao grande nimero
destes choques, a duracao do intervalo de tempo considerado é quase irrelevante, o mesmo
sucedendo com a dimensao do elemento de area: sé para dimensoes da ordem das distancias
intramoleculares é que o raciocinio deixa de ser valido — caso em que tém lugar entao
fenémenos do tipo de flutuacao browniana, etc. A escala macroscopica, a irregularidade dos
choques descontinuos aparece, em virtude do seu grande nimero, como um efeito continuo
e constante.

Consideremos entao as particulas que num dado intervalo de tempo At chocam com
a superficie dS e estdo animadas de uma certa velocidade ¥. Elas estdo contidas num
cilindro de geratrizes apoiadas sobre a fronteira de dS (drea unidade) paralelas a ¥, e com
altura (projecgao segundo Ox1) At -v;. Este cilindro, de volume v; - At, contém portanto
%F (V) - v1 - At particulas, cada uma das quais durante o intervalo de tempo At, do impulso
total fornecido por estas particulas vem entao dado por

1 N _ N_
AL - 2muy - VP(U) cvp - At =2m - VP(U) 02 (2.16)

Para obtermos a pressao resta apenas considerar as contribuigoes idénticas de todas as
particulas, ou seja, animadas de todos os valores possiveis da velocidade: vy € (0,400),

vg € (—00, +00), v3 € (—00, +00). Donde

p= > vr - 2muy - ]‘\/[P( )dv—zm— /// =1

7’016(0 +00) v1€(0 +oo)7

2,03€(—00,+00) v2,v3E(—00,+00)

_Qm— /// vy <> - exp [—;\(v% + v} ~|—v§)] dv

v1€(0,+00),
v2,v3 € (—00,+00) (217)
N A\ 3 too A\ +oo \ 2
o AV AN 2 A9 _ A o
—ZmV <27r> / vy exp[ 201} duv; / exp[ 23]ds =] =
v1=0 ——0
2N<>\>3 JE (ﬁ)Q miY
=2m— | — . . = —.
V \ 27 2(%)3/2 \f/\/g A
Vem entao N
m
|%
=V 2.18
P= (2.18)
ou seja
m N Nm
=N—=—-XN =n— 2.1
pV 3 N m\=n N (2.19)

onde N designa o nimero de Avogadro (e por conseguinte, n vem iguao ao ndmero de
moléculas-grama de gés contido no volume V). Da comparagao da férmula obtida com a
equacao de estado dos gases perfeitos,

pV =nRT , (2.20)
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Figura 2.1: Representagdo do choque (eldstico, por hipdtese) de particulas, com diferentes
velocidades, com uma parede rigida.

concluimos entao que
\Nm N m
RlN'= — <= \= -5 —
A R T
onde definimos a constante de Boltzmann (quociente entre a constante dos gases perfeitos
e o nimero de Avogadro),

: (2.21)

=
N[ 3

R
x (2.22)
O valor assim encontrado para A = ;77 permite acabar de fixar a expressao da distribuigao

das velocidades de Maxwell:

k

1 —2

m 5MU
P(7) = —2 2.23
(@) kT CP | T kT (2.23)

2.3 Abplicacoes elementares da distribuicao de Maxwell

Comecamos por acentuar a presenca da energia da particula no expoente gaussiano da
expressao de P (energia total, aqui reduzida apenas & energia cinética):

1,2
m 5mMU E FE
P(i :< ) _2 | = — 2.24
) =Gapr) &P |~ | &P [ kT} P [ KT (224)
Demonstramos entao as seguintes propriedades:

T =13=03=0. (2.25)

Njw

Resultado evidente, tendo em conta a simetria esférica de P no seu argumento:
+oo )
U1 = /vlp(ﬁ)dﬁoc / vi-e mdoy |- (.)(..)=0 (2.26)

1=—00
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e analogamente para as outras componentes. Temos também:

- — — kT
P=vi=0vi=—. 2.27
Vp=vy = U3 = ( )
Com efeito, vem
s 7 : e Y kT
v = /va(U)dﬁz (27:ZT) : / v? - e~z duy | - / emrds | =...= —
1=—00 =
(2.28)
Em consequéncia deste resultado, temos
B _ 2, 7,7 3. 3. 3 kT
V% =] +v5 +v3 =0v] +v5 +v5 =3 — (2.29a)
m
- 1 1
Eon. = imﬁ“z =3 ikT . (2.29Db)

Nota. O valor da energia média de cada particula nao depende da massa das particulas,
mas apenas do numero (trés) dos seus graus de liberdade (ver equiparti¢do, etc.) e da
temperatura!

Este modelo de particulas tem entao como energia total a soma das energias cinéticas
de todas as suas N particulas, ou seja,

U=N Eun = | =-NkT'=U(T) . (2.30)

Este resultado estd em bom acordo com a lei de Joule segundo a qual a energia (que neste
contexto se resume na energia cinética de todas as particulas) de um gés perfeito é fungao
exclusiva da temperatura. A lei de Joule permite ainda concluir que U(T") é da forma

U=cT, (2.31)

onde ¢, designa o calor especifico a volume constante. A férmula (2.30) determina entao
(para o modelo utilizado!) o valor de ¢,:

Proposicao 2.1 (Dulong—Petit). Nas condi¢oes anteriores, o calor especifico a volume
constante vale

Co = %k:N : (2.32)

As deducgoes anteriores podem considerar-se como uma “demonstracdo” no ambito da
Teoria Cinética destes resultados fundamentais de Termodindmica — que nao serao os
Unicos a serem obtidos deste modo. ..

Outra consequéncia da lei de Maxwell é a seguinte:

— |8KT
s
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A deducgéo é imediata:

M=v=0= [vpwas= [[[v- (o) e ar= =

—

v V1,02,V3
3 V=X 5 3 V=00 )
= (z:ZT) ‘. / ve BT - 4rvide = <27:ZT> *Am / vde *rdy =
v=0 v=0
T 1 SET 2
2
= / 2de ' dy = - (ver na secgdo B.2, em apéndice) | = <> .
2a ™m
0

(2.34)

Como se verifica, é U # (v2)1/ 2. Mais precisamente, e tendo em conta o que precede,

= T T
\/1;:\/3];:...:\/?gr-\/il:l:\/f-vzl,o%'v. (2.35)

Nota. Associado a este resultado temos a expressao P,(v) - dv que dé a probabilidade para
que uma particula qualquer tenha o seu médulo compreendido entre v e v + dv. Temos:

/ P(#)d7 = (1) = P(vg) - 4m02 - du . (2.36)
Ut
vo < || <vo+dvg
Introduzindo a expressao de P e abstraindo do indice 0, vem

3

Py(v)dv = 4m (%) Pp?emmrdy | (2.37)

Analogamente se conclui que a probabilidade Pg(FE)-dE para que uma particula qual-

quer tenha a sua energia F = %mv2 (energia total = energia cinética) compreendida entre
EFe FE+dFE é:

Pr(E)E = / P@)T = / Pwyi = () =

E<%mﬁg:<E+dE \/@<|ﬁ|<zi:/2(E+dE):
0=/ ¥ A
2 (2.38)
v.m V. m 2mE
m \3 m 2F 2F dE
= (7) eXp —_——_— —— 7T - —_— R
2wkT 2T m m  /2mE
ou seja,
2
Pp(BE)dE = — e %t - VEIE . (2.39)

(kT2
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energia de p particulas (soma das suas energias cinéticas) tenha valor compreendido entre
(2.40)

Ezercicio 9. Verificar directamente a constante de normalizagao.
No que se segue vamos calcular a expressao da probabilidade P,(E)dE para que a
Fe FE+dE:
E1+E2+E3+...+Ep€ (E,E+dE) .
Atendendo & independéncia entre os valores das velocidades segue-se que a probabilidade
a
Prob. 2% part. ) (2.41)

pretendida é igual a soma de todos os produtos possiveis
Prob. 1% part. | Prob. p? part.
(U, U + di)

)..n.(@%%+d%)

(

(th, U1 + duy)
em que as velocidades ¥1, ¥, . . . , U, sao tais que
1 1
By (1) + Bx (D) + ... + Ep(0)) = imﬁ% + imﬁg +...+ §m6§ € (E,E+dE), (242
ou seja,
2FE 2FE 2dF
2, .2 2
. cel—,—+ —— 2.43
drigrrige (22, 1) (243
Temos portanto
Py(E)dE = / P(#)d5, - P(52)d0, - ... - P(#,)d5, = | =
1, T, Tp:
2E cp2 v+ Avi<2E 4 24p
3
mo\2 m -2 2 ~92 S o .
— / (m) p [—m(’l}l + U2 + . + Up) d'U]_d'UQ . .d'Up .
U1,02,...,Up:
(2.44)

2E _,2,.2 2_2E 2
W<vl+”2+---+vp<W+RdE

Trata-se de um integral de dimensao 3p pelo que, definindo as 3p novas variaveis
[ m
5 l'gp = 2]{:7T’UPZ y (245)

=] o= ]y
1= okT lz » 2= kT ly »
3
)2P / e—($§+$§+-~~+$§p) ‘ /2de331 ‘ /2dex2 o /2dex3 _
m m m P

vem
m
P(E dE:<
»(E) 2rkT
T1,22,..-,T3p"
2B 22 2234 4202 <2B4 2 Ee
©%<x%+x%+...+x§pER2<%+%
3p 3
3 % 5(p—1)
m \3p (2T 2 _p2 1 [(2KT\ 2 B
()" (207 o]y v = (B) "ty
m R== T2 m
(2.46)

2wkT
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onde 0V designa a medida do elemento de (hiper)volume (de um espaco euclideano 3p-
dimensional) compreendido entre as (hiper)esferas de raios R e R + dR dados por

FE

kT
kT kT kT \ kT E ) \VEr 2F )
[E dE
=4\/—+ . (247
kKT~ 2VkTE (247)

Ora sabe-se (ver seccao 1.17) que a medida do (hiper)volume (num espaco euclideano
n-dimensional) de uma (hiper)esfera de raio R é igual a C,R", onde a constante C,, é
independente de R:

7I.n/2
Cp=-—" . (2.48)
5 T(3)
Segue-se que o (hiper)volume compreendido entre as (hiper)esferas de raios R e R+ dR é
dada por C, - n- R* 'dR. O hipervolume pretendido, com

E dE

n=3p, R=\/-—, dR= ——— , 2.49
P kT 2VETE (2.49)
¢ entao
EN"T dE 3p-Cyy
§V =Cs-3p- = L .Ez'dE 2.50
donde
1 (2kT\:PY s 3p.Cy w
Py(E)AE =—7 <) e kT L. B2 ME=...=
" " 2(kT)= (2.51)
3
3 p-C3 (2 L S
_§W pon ce kT - B2 dE .
Ezercicio 10. Em particular, com p = 1, vem a expressao (2.39).
FEzercicio 11. Verificar directamente a constante de normalizacao em (2.51).
Exercicio 12. Estudo da forma de P,(E):
Py(E) =cte-e it - B3 L (2.52)
Ora,
dP, E
O:d—Ep:...:cte-e*%i?%p*Q <_kT+ <32p_1>> = E= <32p—1> kT . (2.53)

O valor méximo é tomado para

Fuex = (3p - 1) kT (2.54)
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e para p > 1 vem (equiparticao)

1
E= (32’7 - 1) KT ~3p- SKT (2.55)

ou seja: o valor maximo e o valor médio coincidem! Calculemos os pontos de inflexao.

d2Pp E 3p FE 3p FE 3p )
— :': . kT . 7_3 _ —_ - - - —
0=qm = =ctere 87 {[ kT+<2 2>HkT+<2 1” kT}
_B 3 E? E (3p 3p 3p
=...=cte- B8 -— -2 = 2)(=-1)| =
e 25 7 (39) < (32 (3
(2.56)
Continuando:
EQ—kT<3p—2>E+(/~cT)2<3p—2)<3p—1>:0:>
2 2 2
3p 3p
— 2. E=kT(3p—2) £ [k2T2(3p—2)2 —4(kT)2 (= —-2) (= —1) =
2 2
(2.57)
2
=kT(3p — 2) + /k2T?(6p — 4) =! = kT(3p — 2) - <1i 3p_2) ,

ou seja,

E=kT (;p - 1> : <1 + 3p2_ 2) . (2.58)

Para grandes valores de p, a dispersao desaparece, isto é, os dois pontos de inflexao tendem
portanto para a coincidéncia: trata-se de um maximo muito acusado — e sobre o valor
médio.

2.4 Distribuicao de probabilidade para a velocidade relativa

Dadas duas particulas quaisquer do gas, de velocidades (absolutas...) ¥} e s vem, pela lei
de Maxwell,

; (2.59a)

(2.59b)

Atendendo a que se trata de possibilidades independentes, segue-se que a probabilidade
para que se tenha, simultaneamente, o valor ¥, dv; para a velocidade da primeira particula
e o valor 7, dvy para a segunda, vem dada pelo produto

m

P(51, 013 %, diy) = cteexp |~ (e} + 173)} dd1d7s . (2.60)
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A partir de U7 e U5 consideramos agora os seguintes vectores

5] U — Vg, 55 (’171 + ’172) (2.61)

ou seja

T=0+-0, Th=0--&. (2.62)

| =

Como é 6bvio, & é a velocidade relativa (da particula 1 relativamente a particula 2) e g é
a velocidade do centro de massa das duas particulas (como ambas tém a mesma massa, o
centro de massa estd situado na semi-distancia entre as duas particulas). O nosso objectivo
é determinar, a partir da probabilidade (2.60) a expressao P(Gj dg; W, dw) da probabilidade
para que as particulas apresentem um certo valor &J, d@ para a sua velocidade relativa e um
valor 5, 46 para a velocidade do seu centro de massa. Ora como se tem

2 2 >, 1. ? > 1. ? w1
U]+ U5 = 9—|—§w + 9—§w =...=20 +§w (2.63)
e também
o(v1)  9(ta) 1
L 00, ) - O 1 3
a(0, ) 26 0@ 3) T2
segue-se, introduzindo estas expressoes em (2.60),
P=cte-exp |- (262 + L3 | adaw = PG, a6, 4o (2.65)
= . ex — — = 5 . .
p 2]{:T 2 ) ) )

Ezercicio 13. Escrevamos a expressao para constante de normalizacdo. A partir de (2.65),
e por integragao em 5, obtém-se a probabilidade para que as duas particulas apresentem
um certo valor para a sua velocidade relativa (qualquer que seja o valor da velocidade do
seu centro de massa):

1 .
P(J)do = / cte - exp [_m (20_2 + @’2>] dfds =

2kT 2
feR3
—cte - _£~2> 3. <_ﬁ“2) 7 — ctel - (_£~2>
cte exp( T dw / exp k:Te df = cte’ - exp T dw .
GeR3
(2.66)
A constante de normalizagao é imediata e vem
m o\ 5 m
-\ 1= _ ) -
P(&)dd = <7T4]€T) exp( W )dw . (2.67)

De notar a simetria esférica no argumento . Uma aplicagao que adiante utilizaremos
refere-se ao valor médio do médulo da velocidade relativa. O seu célculo decorre de (2.67),
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Figura 2.2: Representacao das colisoes de uma particula (a sombreado) com outras
particulas presentes no meio.

vindo entao

13 =5 = . I = . _7m 2 I =
|| =w = / w- P(w)dd / w ( T ) do
eR :

3 w=4-00 , o
:<7TZZL€T)2 ’ / w-e_%"ﬂ Arwddw = 47 <7T:;T>2 . / wS,e—%uﬂdw:
w=0 2o
+oo
_ / e gy — 1 (seccao B.2, em apéndice) | = 4ﬂ.< m )3 1
= = — 2 _ N
0 20 T4kT 2 (%)
(2.68)
ou seja,
kT
1= 4y 7 (2.69)
™m

Nota. Comparando este resultado com o valor médio do médulo da velocidade (absoluta)
acima encontrado (equagao (2.33)), vem que

— kT 8kT —
Bl=4y/—— =1 =v2.4/== = | =V2-]7] . (2.70)

m™m m™m

2.5 Livre percurso médio

Ao deslocar-se no sei do gés (cujas moléculas, todas idénticas, assimilaremos a esferas rigidas
com um certo raio r — abandonando portanto o modelo de géas perfeito) qualquer molécula
vai chocando com as que encontra na sua trajectéria, e estas sao (ver figura 2.2) as que se
situam no interior dum cilindro (quadrado) cujas geratrizes se apoiam sobre a fronteira da
molécula (4drea da base igual a 7r?) e sdo paralelas & sua velocidade.

E claro que para efeitos de célculo do niimero de choques que a molécula vai sofrendo,
podemos considera-la como uma esfera com o dobro do seu raio, o = 2r, desde que assimile-
mos as restantes moléculas de gas a pontos materiais coincidentes com a posi¢ao dos centros
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das respectivas esferas (ver figura 2.2, do lado direito). Para o mesmo efeito, é também
claro que podemos abstrair das mudancas de velocidade a seguir a cada choque, ja que o
gés se encontra em equilibrio (densidade constante) e as suas propriedades sdo isotrépicas.
Por outras palavras, o nimero de moléculas (reduzidas aos seus centros) que se encontram
no interior do cilindro quebrado é igual ao das que se encontrariam no interior de um cilin-
dro com geratrizes alinhadas segundo uma certa velocidade constante (nao afectda pelos
choques). Como se depreende, a adopgao de um valor vy, para esta velocidade constante é
determinante nesta teoria.

Pelo que precede, segue-se que o numero de choques sofrido por unidade de tempo pela
molécula no seu movimento é igual ao produto do volume varrido pela molécula (o volume
do cilindro acima referido, com area da base mo? = 74r? e comprimento igual & velocidade
vy da molécula) pelo niimero de moléculas existentes por unidade de volume, p = % = cte.

Ou seja:
ﬁzwaQ-vm-—:w4r2-vm-E. (2.71)
Vv Vv
Tomando entao, numa primeira aproximacao para esta velocidade, o valor acima encon-
trado para o valor médio da velocidade (absoluta) das moléculas do gés (equagao (2.33))
vem,
. 9 _ N 9 8kT N
n =m0 -U-V—ﬂlr NV

E tomando (o que poderd ser mais correcto) a expressao acima encontrada para o valor
médio do médulo da velocidade relativa (equacao (2.70)), viria

(2.72)

N N 8kT N
- - 2 — 2
nN=n0"-w-— =74r°-Vv2-1— =1dr* -2/ — - — . 2.73
\%4 V2 14 V2 mm V ( )
E outras expressoes, mais precisas, se poderiam apresentar para a velocidade nesta férmula.
De todos os modos, e indepedentemente desse valor, definimos o seguinte:

Defini¢ao 2.1 (livre percurso médio). (Em inglés, ‘mean free path’; em franges, ‘libre
parcous moyen’.) Para uma molécula qualquer de gés, considerando a distancia média
percorrida pela molécula entre dois choques consecutivos, é o valor esse que é naturalmente
dado pelo quociente da distancia total percorrida durante um certo intervalo de tempo pelo
ntumero de choques ocorridos durante esse percurso, ou seja,

-  Ump -t Um N Um 1
d= — = — = (equagao (2.71)) = = 2.74
~1 = 5 — (equagdo (2.71)) o om N r N (2.74)
expressao esta que nao depende do instante de tempo (equilibrio, etc.) nem do valor

adoptado para a velocidade vy,.

2.6 Teorema do virial

Defini¢ao 2.2 (virial). Dado um conjunto de N particulas em que a particula nimero
k esta identificada pelo seu raio vector 7 e é actuada pela forca total Fj, designa-se por
virial deste sistema a grandeza

VEZFkF:k . (2.75)
k
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Para uma sé particula tem-se

N . . . . . . . d . .
Fk-Fk:(Newton):Fk-mf'k:m(Fk-Fk—i—Fk-Fk—Fk-Fk) :m|:dt (ka’k>__’é

(2.76)
Considerando o primeiro e dltimo membros e tomando o valor médio ao longo do tempo,
vem entao

T T T

i = (t) . . — . 1 d . N 1 = .
Ty £y = lim [ () - Fi(t)dt =m - lim . / T (Tk : Tk) dt — 7_/ ft| =
0 L0 . 0 (2.77)
. I, 77 1 -
=me i | [ ] - f
L 0

O primeiro termo do udltimo membro vem nulo, ja que nao hé razao para supér que as
velocidades podem ser infinitas, e também porque o sistema é suposto confinado no espago.
Donde,

(1) 17 ()
7 - F = — lim /m_’fdt:! == (2.78)
T—00 T
0
Substituimos agora a média no tempo pela sua média espacial e vem
N N
1 L = 1 N
k=1 k=1
ou seja,
N .
V=) 7 Fo=-) mf=—2Eq. , (2.80)
k k=1

que é a expressao do teorema do virial.

Nota. A substituicao da média “no tempo” pela média “no espago” é o ingrediente fun-
damental desta deducao e constitui uma aplicacdo da chamada hipdtese ergddica a qual,
numa versao simplificada, se pode apresentar do seguinte modo:

Proposicao 2.2 (hipdtese ergédica). Consideramos uma dada grandeza fisica (neste caso, o
virial), definida para

1. um sistema (neste caso, uma particula); e

2. um conjunto formado por um grande niumero de sistemas idénticos em interac¢ao
(N > 1 particulas) .

No caso 1 calculamos a média dos valores que a grandeza toma para o sistema ao longo do
tempo — média “no tempo”. No caso 1 consideramos num dado instante qualquer, fixo, a
média dos valores que essa grandeza apresenta, nesse instante, em cada um dos sistemas
formando o conjunto — média “no espaco”. A hipdtese ergddica afirma a igualdade das
duas médias.
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Figura 2.3: O referencial S" é o da particula-alvo, actuada por uma for¢a F em 7

A defini¢ao do virial faz intervir a forca total actuando cada particula. Segue-se que cada
tipo de forca vai dar lugar a um termo de virial, dito coeficiente do virial associado a esse
tipo de forga. Por exemplo, e considerando as forgas mais importantes (e cuja contribuigao
para o virial serd adiante estudada) — forgas de choque entre as moléculas e as paredes
do recipiente, forgas a distancia actuando entre as moléculas, forcas de choque entre as
moléculas, etc. — vira o virial decomposto nas respectivas contribuicoes:

k

= Z Fk . Fk (choque + Z Fk . Fk (forga + Z Fk ’ Fk (choques tetc... =
k ) k

c/parede intramolecular k entre (2 .81 )
a distancia) moléculas)
=V (choque +V (forga +V (choques +.o
c/parede) intramolecular entre
& distancia) moléculas)

Nota. Deve notar-se que a origem das coordenadas (que é a origem dos raios vectores) é
independente da defini¢ao do virial, desde que as forgas em questao tenham resultante nula
(o que é efectivamente o caso para cada um dos diferentes tipos de forga considerados!).

Com efeito, sendo 7, = 7'+ 7 e > F = 0, vem
e

V=i Fe=Y (f—70) Fe =Y i Fr—7o- (ZF}) = e Fe="Y. (282
k k k k k

2.7 O teorema do virial e a equacao de estado dos gases
perfeitos

Na primeira aplicagdo do teorema do virial consideramos de novo o gas perfeito e as

moléculas pontuais. Em consequéncia, a expressao da energia cinética vem dada por (us-
ando a equipartigao)

donde a equagao do virial

V=Y i Fy = —2Eq = —3NkT . (2.83)
k
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Por outro lado as particulas, sem dimensoes, nao podem chocar entre si, mas fazem-no
naturalmente com as paredes do recipiente. Ou seja: as tinicas forgas presentes na expressao
do virial sdo as forgas intervenientes neste tipo de choque as quais sao nulas fora da superficie
do recipiente e estao distribuidas continuamente sobre essa superficie sob a forma de pressao
uniforme. Podemos entdo aproximar! a expressio do somatério por um integral da forma
seguinte:

choquec/ Zrk Fk: = ') ://FdF:://F(—pdg) = —p//FﬁdS, (284)
parede) s 3 o

em que FD designa a fronteira de D, dominio de volume V', em cujo interior se encontra o
gds. Aplicando o teorema de Gauss, obtemos

V(choque ¢/ = —P //F ndS = (Gauss) = —p ///(div m)dV = =3pV (2.85)
parede) D v

onde, por (2.83) e (2.85), a equagao dos gases perfeitos,
pV = NET = ! = nRkT = nRT . (2.86)
Nota. Repare-se que:

1. N = numero de moléculas no volume V = nimero de moléculas-grama no volume V
x numero de Avogadro = n - N.

2. R = RNk = constante dos gases perfeitos.

2.8 Coeficiente do virial das forgas intramoleculares
Consideramos agora a contribuicao das forgas intramoleculares para o virial,

5 Tk - Fk(forgas intramoleculares) -
k

Dada entao uma certa particula com raio vector 7, admitimos que qualquer outra particula,
com raio vector 7, acua sobre ela por meio de uma forga que designaremos por Fi i, e que
deriva de um potenmal funcao exclusiva da distancia B = 7 — 7/ entre as duas partlculas

Naturalmente, para a forga FFF/ actuando “sobre” 7/ e “devida a” 7, teremos F-'/7-*: F,r'.’ﬂ?/
Vem entao
_’Ff' :—grad@U(‘ﬁ‘ =R ‘r—r D
___87Ué_8£é_aié__d£ aié_ __dv Lx,lé_
T 0w Owy 0 Oxz > dR Oz 0 7 AR R Y
(2.87)
ou seja,
- dU R - dU R
PRl = — = = e 2.
iR dR R ) T +dR R ( 88)

!Com algumas cautelas!
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Segue-se para o termo correspondente do virial

A% (forgas = Z Th - Fk(f int.) =+ = Z <F 7, + 7 F’,F) =|=

intramoleculares) (todas as (todos os
particulas) pares 7 # ')
-y (¥ R o dU R) _
- dR R dR R)
(todos os

pares 7 #£ 77)

.S %-%((F—F’)J@):l:

(todos os
pares 7 #£ 7'
dUu 1 5 dU
=— — . —R?*=— — - R.
> @R >
(todos os (todos os
pares ¥ # 7') pares 7 #£ 77)

(2.89)

Tal como acima, e tendo em conta o elevado nimero de moléculas do gas presentes em
qualquer elemento de volume, vamos substituir o somatoério por um integral. Para isso, e
fixando uma dada molécula na posicao 7, consideramos todas as moléculas que se encontram
a distancia R, a menos de dR, daquela. Cada uma delas contribuird com um termo da forma
R% para o somatério do virial. Ora o nimero dessas moléculas é dado pelo produto da
densidade N/V pela medida do volume compreendido entre duas esferas concéntricas de
raios R e R+ dR. Donde a contribuigao para o virial

U o, N N _.dU

Para tomarmos em conta todas as moléculas que agem sobre ¥, temos de integrar esta
expressao sobre todos os valores possiveis de R.

Nota. Nao sendo as moléculas pontuais, mas de raio ¢ nao nulo, segue-se que a integragao
nao pode incluir a regiao 0 < R < o

1 N R=+o00 U
N | —dr— P—dR | . 2.91
= - / R AR (2.91)
f=o
As forcas intramoleculares — bem como os seus gradientes — tendem, em geral, muito

depressa para zero, assegurando uma convergéncia rapida do integral.

Esta contribuicdo para o virial é devida a particula localizada em 7. Para obter a
expressao final do virial Vit relativo as forcas intramoleculares, hd que somar no argumento
7, ou seja, multiplicar simplesmente pelo nimero N de moléculas rpesentes no volume V
do gds — e dividir por 2 (de modo a nao repetir, na integragao, as moléculas que ja foram
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previamente incluidas no computo total):

N2 R=+ aU N2 R=+0c0
- 3 i 31 R=400 2 B
vint - 2777 R @dR = —277'7 [UR :|R=<7 — / U -3R“dR =
BR=o R=o
R=+00
N2
= 2r ¢ Jim R3U(R) —o*U(R=0) — 3 / R?U(R)dR ; . (2.92)
R=c

E assumindo uma diminui¢ao suficientemente rapida de U para grandes valores do seu

argumento, vem
N? N2
Viw = 250U (o) + 6 / R2U(R)R . (2.93)

=)

n=o

Como se vé, este termo do virial depende da densidade N/V, da dimensao das moléculas
(o) e, naturalmente, da forma do potencial U. Introduzindo Vi, na equacao do virial,
obtém-se

—3NKT = —3nRT =YV = —=3pV + Vint , (2.94)

donde a forma “corrigida” da equacao dos gases perfeitos

1
pV =nRT + gvint . (2.95)

2.9 Coeficiente do virial dos choques moleculares

Vamos calcular o termo do virial associado as forcas e choques ocorrendo entre as moléculas
do gas, forcas essas que sao praticamente inexistentes salvo aquando do contacto entre essas
moléculas (o seu ponto de aplicagdo é portanto esse ponto de impacto). Antes, porém,
fazemos notar o seguinte: partindo da definigdo do virial correspondente, vem

L = 1 L = . —=()
V (choques = Z 7+ F (choques = IV - N Z 7+ F = (ergodismo!) = N -7 - F . (2.96)
entre entre
moléculas) moléculas)

Ora se as moléculas fossem efectivamente pontuais (e ndo, como consideramos agora, com
raio o nao nulo), terfamos (e abstraindo da nogao algo contraditéria de choque entre dois
pontos. ..) que 7 (ponto de aplicacao da for¢a = posi¢ao da molécula) e F (forga actuante
sobre a molécula localizada em 7) eram independentes. De notar que tal ndo acontece
com os tipos de forcas anteriormente considerados: no caso das forcas de pressao a forca
dependia da posicao da parede do recipiente, e no caso das forgas intramoleculares, rxiste
mesmo uma expressao analitica para essa dependéncia — através da forma de U(R). Sendo
entdo 7 e F independentes, vem

=(t) -y =)

V choque =N -F-F =1 =N.-7".F =0 (2.97)
entre

moléculas)
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Figura 2.4: No esquema da esquerda consideram-se as moléculas pontuais (isto é, com raio
nulo). No esquema da direita, considera-se a situagdo — abordada nesta seccdo — em que
a particula tem raio || # 0.

—(t) _
j& que naturalmente se tem ' =0¢e F(t) = cte < oo. Tal ja nao acontecerd se o0 # 0 —

pois que 7 designard agora o ponto de impacto das duas moléculas: 7 = 7 + &, onde 77
identifica o centro da molécula e & é o vector unindo este centro ao ponto de impacto. Ora
é claro que se F' e 7y sdo independentes, ja F' e ¢ nao serao:

7P F=(f+6) F=r -F+6-F=ry-F+&-F = [F*:o} — ¢ F. (2.98)

Nota. 5-15755-?:0!

Passamos entao ao calculo do referido coeficiente do virial:

t=1 t=7=1
=(t) (1) 1 _, .
v(choque =N.-7F =|=N-0-F :N/(?th:N / o Fdt. (299)
T
moefgctflel)as) t=0 t=0

Nota. O elevado nimero de choques, mesmo em intervalos de tempo muito pequenos?,

permite tomar para 7 um valor relativamente pequeno (unidade), trazudindo o facto de
que o valor médio é atingido muito rapidamente.

No integrando do tultimo membro estd presente o produto interno do raio vector da
superficie (esférica) da molécula pela variagdo da impulsao, ﬁdt, sofrida pela molécula
durante a unidade de tempo e devida ao impacto das outras. Neste cédlculo, ndo s6 vamos
supor (como acima fizemos) que a molécula de referéncia é tomada com raio o = 2r enquanto
as que chocam com ela sao supostas pontuais, como ainda consideramos a molécula de
referéncia como estando fiza (donde o referencial com origem no seu centro e solidario com
o movimento) e estudamos o impacto que as outras moléculas (pontuais) no seu movimento
(movimento relativo & molécula considerada, de velocidade &) provocam nesta.

Considerando o choque como eldstico segue-se que depois de cada colisao as componentes
de & s@o as mesmas com excepcao da componente segundo 7i, a normal a esfera no local
de impacto (dai a dependéncia em &), a qual fica com o sinal trocado. Para obtermos a
variagdo da impulsao devida a esse choque temos portanto de calcular o produto interno
da impulsdo (relativa) md com & e multiplicar por 2.

O integral vem portanto igual a

ZQm(IJ -0 = Z 2mwaocos f |

2Ver nota na pagina 117.
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Figura 2.5: Representacdo da colisdo da colisdo de particulas com velocidade & seqgundo um
angulo 0 com a normal no ponto de impacto.

onde o somatério abrange todas as particulas que na unidade de tempo chocam com a
esfera de raio vector &, vindas de qualquer direccao, com qualquer médulo e percutindo a
superficie da esfera em qualquer ponto.

Nota. Atendendo & isotropia e ao equilibrio, ndo hd perda de generalidade em supdr &
colinear com Oz (ver figura 2.5) ao calcular o nimero de moléculas que com um certo
modulo da sua velocidade (relatival), entre & e & + d, vém chocar durante a unidade de
tempo com aquela esfera (suposta imével, donde a velocidade relativa das outras) centrada
na origem e de raio & — ja que esse numero é o mesmo qualquer que seja a direccao de .

Ora o numero de particulas com velocidade relativa & a menos de d& que na unidade
de tempo colidem com o elemento de area dS da superficie da esfera, localizado em o, 8, ¢,
é dado pelo volume do cilindro de geratrizes paralelas a &, com base apoiada em dS e de
altura || - 1, multiplicado pelo ntimero de particulas com velocidade relativa & (a menos
de d) existente na unidade de volume, ou seja,

w-dScos@-g (WZL{T)SeXp (—M{%w )dc?i . (2.100)

A variag@o da impulsdo durante a unidade de tempo, devida aos choques destas particulas
vem entao

w-dScosf - g (W:;T)ge ( 2) dd x 2mwocosf =
=2mo % (7T4]{3T> cos 26 - w? - exp (—M%w )d&idS =
(W4 kT) 00520 - w'- exp ( 4ZLT<,02) dwdQdS . (2.101)

Nota. dw vem identificado pelo seu médulo dw e pelo seu angulo sélido dQ2: dd = w?dw-dQ
— ver seccao B.4 em apéndice, etc.

Para obtermos a variacao da impulsao na unidade de tempo devida as particulas com
qualquer direccao €2, dS) percutindo dS com velocidade relativa de moédulo qualquer, inte-
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gramos esta expressao em w:

o0

N s "
2m0V <W£T>zcos20-d5’-d§2 /w4-e_4kT“’2dw =
=0
B N/ m \2 o 3 & 3 NEKT
= 2mo (MkT) cos 9-dS~dQ-8( = = Gz opoces’0-dS-dQ . (2.102)
w4kT

E a variagao da impulsao na unidade de tempo devida as particulas com direccdo em
torno de Q (a menos de d2) percutindo a superficie da semi-esfera obtém-se integrando em
0c(0,3)eq¢e(0,2m):

23/2 NkTUdQ//cos20 o?sen fdfdep = 23/2 NKT o3dQ - /dd) /cos%’-sen@d@:
0=
3 NKT [1 3}’5 NKT
dQ-2m . | —-cos”0 Q.
T 232 nV 3 0 Neiad
(2.103)

Finalmente, para a variacao da impulsao na unidade de tempo devida as particulas com
direccao qualquer vem, integrando em 2 € (0, 47), ou seja, multiplicando por 4m:

v - AT NET 3
e Vv o

moléculas

(2.104)

Este termo depende portanto da dimensao o das moléculas e anula-se com ela. A introdugao
deste coeficiente na equacao do virial conduz a

mglrzléf:{lelas



Capitulo 3

Teoria do Movimento Browniano

3.1 Teorema de Markov

Seja uma particula no espago fisico tridimensional que parte da origem em t = 0 e sofre

uma, sucessao de N deslocamentos 77,7, ..., 7y, ao fim dos quais se encontra na posi¢ao
N
Ry = E Ty . (3.1)
j=1

O valor destes deslocamentos nao é conhecido de uma maneira “exacta” (determinista),
sabendo-se apenas que cada deslocamento 7; é regido por uma certa lei estatistica 7;(7;).
Mais precisamente, 7;(7;)d7; designa a probabilidade para que no deslocamento nimero j
a particula sofra uma alteragao da sua posi¢ao compreendida entre 7 e 7; + d7j. Deste
modo, as propriedades estatisticas que regem cada particula nao dependem da evolucao
prévia da particula — nomeadamente dos valores dos deslocamentos anteriores — facto
que caracteriza os fendmenos markovianos.

Como nas situagoes que aplicaremos os resultados do presente estudo nao hé razoes
fisicas para supor que os sucessivos deslocamentos tenham propriedades diferentes (e por-
tanto diferentes distribuigoes estatisticas), vamos admitir que a distribuigdo é a mesma para
todos os deslocamentos:

() =7(7) . ¥i=1,2...,N. (3.2)

Nao sendo conhecidos os valores exactos para 7, 0 mesmo acontecera com os da posicao final

Ry =) 7. Mas tal como é conhecida a distribuicao estatistica desses deslocamentos, dev-

J
eria ser possivel determinar também uma distribuicao regendo as propriedades estatisticas

de ﬁN, ou seja, determinar uma certa fungao WN(RN) tal que
Wi (Bn)dRy (3.3)

designe a probabilidade para que a posicao final esteja compreendida entre Ry e Ry+dRy.
Esse resultado constitui o teorema de Markov, adiante demonstrado, que da para Wy (Ry)
a forma seguinte

WN(RN) = (2711_)3 // AN(T_]’)efiR.N'ﬁdﬁ, (3.4a)
n

107
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em que
N

An (i) = / / / T (3.4b)

Nota. Para nao sobrecarregar a notacao, faremos abstraccdo do indice N em Ry e Wy,
voltando mais tarde a utilizd-lo quando for necessario para melhor compreensao.

Demonstragcao do teorema de Markowv. E 6bvio pela teoria elementar das probabilidades
que a probablhdade W(R)dR para que a posicao final depois de N deslocamentos seja
igual a R a menos de dR vem dada pelo produto das diferentes probabilidades

/ (7)dr; | (3.5)
[75]
estando cada um dos dominios de 1ntegra(;ao [7;] condicionado pela exigéncia que a posigao
final esteja compreendida entre R e R+ dR. Mais precisamente, temos

W(R)dR = /T(mdﬁ/T(@)d@-.. / T(FN)dFN://--~/1_[1NT(Fj)dF, (3.6)

[71] [72] [7n]

onde a integracao é efectuada num dominio do espago 1 X 2 X ... X 7'y tal que implique,

para
N

Y =R (3.7)
j=1

valores compreendidos entre R e R+dR. Como vamos ver, o teorema de Markov ultrapassa a

dificuldade inerente a determinagao deste dominio realizando a integracao em todo o espaco
71 X 7y X ... X Py e modificando o integrando. Para isso, admitamos que se conhece a forma

explitica de uma certa funcao A(r,7s,...,7y) assim definida:
N — — —
o . =1, seos7,7s,...,7y forem tais que > 7; € (Ry, Ry + dRy)
A(F, T, ..., TN) = j=1
=0, no caso contrario.
(3.8)
E entao evidente que o integral se pode escrever
+00 400 N
R)dR = / / / A, 7o, .o, 7x) [[ 7(7)d7 (3.9)
—00 —00 J=1

sendo agora a integracao realizada em todo o espago.
Tudo se reduz portanto a encontrar uma expressao analitica para A. Para isso partimos
de um resultado simples', que nos d4 a transformada de Fourier da funcio

1, seze€(—a,+a)
P(z) = 3.10
(@) {O, se x ¢ (—a,+a) . (3.10)

! Dado no curso de Métodos Matematicos da Fisica.
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Vem:
i 7 1 1sen?2
— —27i, —2mi, - —92ri r=-+a sen zmaz
PT(). = [ wle)e ™5z = [o2rimdz = o o] T - IR g
—0o0 —a
(3.11)
donde, pelas férmulas de reciprocidade,
+o0o 400 00
’(/)(:E) = / ¢(z)e+27rizzdl, — l / We—i-%rizzdz — (271'2 — Z) _ l / we—kimzdz ’
T z T z
—00 —00 —o0
(3.12)
ou seja,
“+o0o
1 / SeNAZ igy. _ 1, sexz € (—a,+a) (3.13)
@ z 0, sex¢(—a,+a)
—00
ou ainda, definindo
1
Y= §(x+a)(:> r=2y—a; x € (—a,+a) & ye (0,+a))
vem
—+00
n= / SCNAZ pioy—a)zg, _ ) 1o Sey € (0 Fa) (3.14)
™ z 0, seyé (0,+a)
—00
Consideramos entao as trés fungoes (k = 1,2, 3)
+oo
Ny = l / Sen gk e-‘ri(?’Yk—Oék)nkdnk = L, se € (0, +ay) , (3.15)
T Mk 0, seq ¢ (0,+ak)

—0o0

onde as constantes @ = ai1,q0,a3 € Y = ¥1,72,73 sao quaisquer. Tomando entdo em
particular

a=dRy, ap=dRy , (3.16a)
’?ER’—R’(), ’ykERk—Rok, (3.16b)

em que R =) 7; e Ry é um certo valor fixado para R. Vem
J

™
—00

+oo
ne=1 sen (ARu) +iCa(Ri—on)~aRon) gy, — J 1+ 3¢ B = For € (0, dBoy)
Mk 0, se Ryp— Rok ¢ (O,dRok)

B {1 ,se Ry € (Rok, Ro, + dRoy)
0,se Ry ¢ (Rok, Rox + dRog)
(3.17)
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Esta expressao é fungao dos 7,7, ...,y através de Y = R — Ry, pois que

Isto implica para o produto dos trés Ng:

3 — — — —
Lo R 1, se Re€ (Rgy,Ry+ dRg
[ 8@, in) = , (ﬁ . . ) (3.18)
= 0, SeRg(Ro,Ro—l-dRo)
ou seja, exactamente a fungdo A(7, 7, ..., 7n) procurada. A sua forma explicita serd entao
3 +00
NGRS H 1 / w e Ti(2(Re—Rox)— dROk)nkdnk [sen ~ .. ]~
9 ) ’ T k
k=1 %
+00 +00 +00
2% / / / dROke+2i(Rk_R0k)'77ke_idROknde/k —
-0 —00 —O0
“+00 400 400
:% / / / e+2i(ﬁ—éo)~ﬁe—idéo-ﬁdﬁ —
T
N— 00 —O0 —O0
= o7 =1 —idRy - i+ o(dR})| =
+00 400 +0o
:iS / / / eHUE=Bo) Mg | AR, .
T
—00 —00 —00
(3.19)

Substituindo R pela sua expressio nos 7; (equagao (3.7)) e abstraindo do indice de Ry, que
é um qualquer valor de ]:f, obtemos

—+00 +00 +00 <

INEE S o

—00 —00 —00

A\
dij | dR =

(3.20)
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Uma vez obtida esta expressao de A, a sua introdugao no integral acima da-nos para W:

+00 400 400 400 +00 +00 < ) N
— ETJ )
mar= [ [ [\aes | ] e i) ar] T
1 122751 N NN —iR-f 1=
:(27r)3/ /e J HT(rj)drj e i = <usando /H = H/> =
7 \F =1
N
1 iy 75 -
g ) | [T ar) e,
77 7
(3.21)
que é o resultado pretendido, com a defini¢ao acima indicada para Ay (7). O

A finalizar, queremos referir que no caso de se considerarem distribuigoes 7;(7;) difer-
entes para cada deslocamento (ao contrario da hipétese dada na expressao (3.2)), a demon-
stracdo anterior pode transpor-se sem dificuldade? obtendo-se o seguinte

Teorema 3.1 (teorema de Markov — forma generalizada). Para uma lei estatistica
7j(7}), tal como descrita no inicio desta sec¢do, tem-se

Ay (f)e B | (3.22a)

com

Av(i) = I [ (et ar, (3.22)

as quais se reduzem as expressoes (3.4) quando 7;(7;) = 7(75) Vj.

Nota. Deve realcar-se que no teorema de Markov nao ¢é indispensavel que R= > 7 tenha
o significado de uma posicao, ja que a demonstracao se pode adaptar imediatamente para
o caso de uma grandeza aditiva qualquer A= > aj, com a consequente transposigao das
hipéteses utilizadas.

3.2 QOutra demonstracao do teorema de Markov

As hipéteses e a notagao sao as mesmas da demonstracdo anterior (no caso geral 7;(7;)
em que as distribuigoes variam com os deslocamentos) ou seja: a probabilidade para que
no deslocamento nimero j a particula sofra uma alteracdo da sua posicao igual a ; a
menos de dij vem dada por 7;(7;)d7;. Repare-se que pela prépria definigdo é patente a
completa independéncia da particula relativamente & sua evolucao anterior, caracteristica
dos fenomenos markovianos. Quanto a WN(RN)dﬁN, designa a probabilidade para que,
ao fim de N deslocamentos, a particula (que parte da origem 7 = 0) tenha a sua posigao
igual a Rn a menos de dRy.

2Exercicio deixado ao cuidado do Leitor.
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Demonstragdo. Partindo entao de 7= 0, teremos ao fim do primeiro deslocamento

Wi (7)dR, = 71 (71)d R, (3.23)
e ao fim do segundo?®
Wg(ég)dﬁg = W1 (ﬁl)dﬁl . Tz(Fz)dég = /7'1 (él)dél . T(_'Q = éz — él)déz =
ﬁ1 Rl
R1+72=Rso
:dEQ/TQ(EQ — ﬁl) . Tl(ﬁl)dél = déz . (7’2 * Tl)ﬁz .
Ry
(3.24)

Analogamente, ao fim do terceiro deslocamento tem-se

Wg(ﬁy))dﬁg = / WQ(ﬁQ)déQ . 7'3(7_“3)dﬁ3 = /dﬁg . (7—2 * Tl)R*Q . Tg(Fg = ég — ﬁQ)dR:} =
éz: R2
Ro+73=R3
:dﬁg/Tg(ég — ﬁg) . (T2 % Tl)§2d§2 = dég . (7’3 * (T2 * Tl))R’

R1

3

(3.25)

e assim sucessivamente, obtendo-se ao fim de N deslocamentos (recordar a propriedade
f*g=gx f da convolucao?®)

Wx(Bn)dBRy = dBy- (1 % (.. 7% (2% 1)) g = (Ta*Ty 1%, . *Tgxma%71)-dRy (3.26)

donde, aplicando a transformacio de Fourier a ambos os membros!,
N
FT(Wx) = FT7y % 7y_1%... %3 x 2571 = | [FT(7y) . (3.27)
j=1

As férmulas de reciprocidade permitem entao concluir que

WN(J%N):///FT(WN)ge“”mNdsf <...:///FT(WN)21W§Q+1§'1§N (2‘f)3> (3.28)

FT(Wn)z = / / / j]]jlfj(f’)e—%ﬁdfzjﬁ[l / / / 7i(F)e 2 8qr | (3.29)

7

que constitui o resultado obtido acima, com

1
An(r) = WFT(WN)%ﬁ :

3 Recordar a defini¢do de convolucio de duas fungdes f(z) e g(x), com & € (—o0, +00):

+oo
(Frg)w) = / fly— )g(@)de = (g% Fey) -
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3.3 Aplicagoes do teorema de Markov

No que se segue aplicaremos o teorema de Markov em dois casos particulares de que neces-
sitaremos adiante. Recomenda-se a leitura prévia da seccao B.5 em apéndice para relembrar
algumas importantes propriedades da funcao de Gauss que necessitaremos a seguir.

3.3.1 Forma gaussiana das distribuicoes 7;

Neste caso supoe-se conhecida a estrutura (gaussiana) de cada distribuigao 7;, variando a
sua forma especifica em cada deslocamento, isto é, cada 7; tem a forma (normalizada)

. 1 7
7i(F) = ———=7 exp ( 212) ) (3.30)
37

(%l?ﬂ‘) 3/2

onde ZJQ- designa o valor médio do quadrado do deslocamento ntimero j (varidvel com j). A

expressao de WN(ﬁN) vem entao dada pela forma generalizada do teorema de Markov:

2\
H/ (et = H/ (s >3/2 o <_§2> s
= J
3

12
g (3.31)
_3 -9
= H glﬂr exp | +ir; - 1] — 2 drj .
Jj=1 7 3 J
J
O integral presente nesta expressao vem igual a
I
/exp Hirj = 55 | ATy =
J 3lj
T
22 y2 52
= /exp Hixj-m — 2—]2 dxj-/exp iy -2 — dy; - /exp +izj -3 — 2—] dz; =
3lj 3 55

T Yj zZj
Ly
=. fexp 771 + 772 + 773) 6lj (3.32)

onde se utilizou o resultado conhecido! (transformada de Fourier de uma funcio gaussiana):

—+00 —+00

. 2
/ e—fl2$2 e Wy = / e_“%2 -coszydx = ﬁ exp -4 . (3.33)
a 4a?
— 50 —0o0
Temos entao
N
A q_N lj2'~2_ 1~2Nl2_ N o ngﬂ 4
N(n)_jr{exp —677 = exp —677 Z il =exp —677 . N s (33 )
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donde, definindo o valor médio (ao longo dos N deslocamentos) do valor médio (em cada
salto) do quadrado desses deslocamentos,

2
o5l
2= ”‘N , (3.35a)
vem N
AN (1) = exp [—652772] :
analogo ao anterior,

. 1
Wn(RN) =

(3.35Db)
e /ﬁ//exp HV

it — il - ﬁ] a7

Introduzindo este resultado na expressao de Wy obtemos, através de um célculo em tudo

+oo
1

(@

N ) N— )
/ exp [—6?77% - le] dn; - / exp {—GZ%S - lYna]

dnp-
' N
: /eXp [—6l2n§ —iZm] dns =
- (3.36)
1 s X2] T o y?
= -3 — p arTT— * N — Xp — =
3 N AN N 4N
(2m) V12 ANz N2 AN72
s Z? B
1 7T3/2 |: 3 2
= exp |———= (X +Y2+Z2],
(27)3 (Eﬁf,/z p 2le( )
6
donde
Wi (R) ! e p[ ! EZI (3.37)
N =3 P T ’ -
(2n72r) / NP
substituido pela soma

N

Y B=NP.

ou seja, uma gaussiana cuja expressao ¢ a mesma de 7;(7;) (equacdo (3.30)) apenas com ljz

Jj=1

(3.38)
Este resultado sera utilizado adiante — ver seccao 3.5, equagdes (3.85) e (3.86).

3.3.2 Distribuigoes 7; = 7, Vj, com simetria esférica e deslocamentos de
muito pequena amplitude

Voltamos a considerar o enunciado do teorema de Markov no caso em que as distribuigoes
dos diferentes deslocamentos tém todas a mesma forma.

Sobre esta supomos apenas a
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isotropia do espago, ou seja, 7(7) ndo depende da direccdo mas apenas do mudulo de 7
(simetria esférica):

() = 7(|f) = 7(r) = 7(r*) . (3.39)

Ora na expressao de Ay,

N o N
An(7) = / T(Fet 7| = / / / e (rh)di | (3.40)
7 —00
o exponencial toma a forma
+1T 1
T=1+iF- 77—!—2(17’ 2+ =
=1 +i(zm +yne + 2n3)— (3.41)

1
3 [$277% + y2n§ + 2217§ + 2(zymina + xzmins + 1/2772773)} +...,

send evidente, por razoes de simetria, que os termos sublinhados dao um contributo nulo
para o integral. Segue-se que

+o0 n
o 1 o
An (i) = /// (1 - 5(96%? +yPns + 2%n3) + .. ) T(r?)dit| =

N
1 /— _ _
=...= <1—2(xzn%—l—an%—l—z?ng)—i—...)

(3.42)

onde se definiram os valores médios (num deslocamento qualquer) de x2, y? e 2%

Ao [[[ e, 7= [[[ e, T2 [0 o

Também por razoes de simetria é imediato que estes trés valores sao iguais entre si, ou seja,

B
2:y2222:§7’2, (3.44a)

em que -
R SR R R S N (3.44b)

Temos entao

—_

N
Aw (i) = (1 BRI ) _

_ N — N
2, 2, 2 r?
=\1-gmtmtng)+...) =(1-Fi"+...] .

Fazemos agora intervir a tultima das trés hipoteses acima referidas, segundo a qual os
deslocamentos 7; sao muito pequenos. O mesmo acontecerd entao com o valor médio do

[\

(3.45)

seu quadrado, r2, e, por maioria de razao, com os valoresm médios de termos de ordem
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superior como z2y, z%y?, 3, etc., que intervém na expressdo anterior (alguns dos quais sao
até rigorosamente iguais a zero, por simetrias do célculo). Os termos omissos no paréntesis
sao portanto ainda mais pequenos que os dois primeiros. Ao desenvolver o polinémio
correspondente a potenciacao em IV, esses termos tenderao para zero com N muito grande.
Temos assim
. N— N—

An() =1 — ET2772 = (!) ~ exp —ETQUQ . (3.46)
Resta introduzir esta expressao de Ay em Wy, vindo entdo, por meio de um calculo
rigorosamente idéntico ao acima apresentado,

3 1 N—_o .5 .-
i g ol 77 i
i

— WN(RN) = Y — 3/2 exp _W‘RN . (347)

(§N7‘27T) 3
Em resumo: ao fim de um grande nimero N de deslocamentos muito pequenos 7; (com
j=1,2,...,N), todos eles governados pela mesma distribuicao estatistica com simetria

esférica 7(7) = 7(r?), a particula que partiu em 7 = 0 tem uma probabilidade Wy (Ry)dRy
de se encontrar em Ry a menos de dRy, em que Wy tem a forma gaussiana dada pela
expressao anterior, (3.47).

3.4 A equacgao de difusao

Até aqui nao foi feita qualquer consideragao e ordem temporal, limitando-nos apenas a
numerar os deslocamentos sucessivos 71,72, ..., 7N, em que 7; é o deslocamento que sucede
a 7j_1 e que precede 7j1. A isto se tem reduzido a intervencao do tempo, permitindo
simplesmente introduzir uma ordem de numeracao. No que se segue essa intervencao sera
mais efectiva.

Segundo a concepcao basica da teoria cinética qualquer meio fluido tem estrutura gran-
ular, constituida por particulas idénticas, de massa muito pequena e nimadas de movimento
desordenado. O mesmo se passa alids com qualquer meio, incluindo sélido, sé que neste
caso os movimentos de cada particula estao limitados a uma pequena regiao localizada do
espaco, da qual se nao afastam significativamente. Qualquer particula no seio do fluido
(quer seja uma particula do préprio fluido, quer seja uma particula material estranha ao
fluido — caso em que serd designada por micela, para a distinguir das outras particulas
(ver adiante o estudo do movimento browniano) — estd constantemente sujeita a choques
aleatdrios e frequentes, pelo que a teoria anterior se lhe aplica com todo o cabimento.

Admitimos entdo as hipdteses feitas na subsec¢ao 3.3.2 e admitimos ainda que na
unidade de tempo e realiza um nimero constante n de deslocamentos (choques, transigoes,
saltos, etc.). A teoria é susceptivel de generalizagdo de modo a incluir n = n(t) variando
no tempo, mas nao o faremos aqui.

Partindo entdo da origem ¥ = 0 no instante inicial ¢ = 0, a particula terd sofrido
N = nt deslocamentos ao fim de ¢ unidades de tempo, pelo que a probabilidade para que
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nesse instante ¢ a particula tenha a sua posicao igual a R a menos de dR vem dada pela
expressao

Wi (RN) = Went(Rut) = W(R,t) ,

calculada na subseccao anterior, com N = nt, isto é,

= 1 1 =
W(R,t) = ﬁ exp [— 5 2R2] (348)
<%ntr27r znir
ou ainda,
definindo a constante )
D= gn?? . (3.49D)

Nota. A introducao de N = nt na expressao de Wy nao é desprovida de alguma ambigu-
idade ja que, como ficou patente na sua deducao, Wy é uma expressao assimptotica, valida
apenas para N(= nt) — oo. Ora é claro que para instantes de tempo suficientemente pe-
quenos a particula ndo pode, ‘strictu sensu’, sofrer um grande numero de choques. E aqui
que intervém uma hipdtese fundamental, implicita em todas as teorias estocdsticas deste
tipo, a saber, que nao existe intervalo de tempo fisicamente mensuravel durante o qual nao
tenha lugar um nimero muito grande de choques — de modo a supérmos a validade da
expressao W. E alids evidente que o0 que visamos sao os processos de difusdo e agitacdo
térmica. Ora nestes qualquer particula sofre normalmente um ntimero de colisoes da ordem
de 10%° por segundo! Quer isto dizer que mesmo durante um intervalo de tempo de 1073
segundos (que é o mais pequeno intervalo de tempo fisicamente identificavel, abaixo do
qual dois acontecimentos ji nao sdo temporalmente discerniveis) teremos ainda cerca de
108 (cem milhdes!) de deslocamentos, um valor mais que suficiente para garantir a validade
da expressao assimptética das distribuicoes utilizadas.

No que se segue vamos adoptar uma via oposta (ou antes, complementar, e sobretudo
mais geral) a que seguimos acima ao fazermos a dedugao directa da expressao de W(ﬁ, t)
que rege a probabilidade da posicao da particula. O nosso objectivo é agora deduzir uma
equagao (as derivadas parciais em x,y, 2, t) que rege a evolugao temporal de W — e de que
a expressao acima apresentada para W serd necessariamente solugao (mais precisamente,
uma certa solugdo, correspondente a certas condi¢ées de dominio e fronteira).

Admitiremos entao a existéncia de uma certa funcao ¥ = \II(AE, At) que da a prob-
abilidade para que a particula num certo intervalo de tempo (t,t 4+ At) tenha variado a
sua posicao de AR. E bem patente o caracter markoviano deste processo, traduzido pela
independéncia de V¥ relativamente ao tempo ¢t em que se processa a transicado, bem como a
posigdo que ocupa antes dessa transigdo: ¥ = ‘P(Aﬁ, At), VR,t. E também evidente que
¥ vem dado pela expressao acima de W(ﬁ, t) com ﬁ, t substituidos por Aﬁ, At,

U(AR,At) = AJ%?] , (3.50)

| 1
(4nDAt)32 P [_ ADAt

mas, como dissemos, nao faremos por agora intervir o conhecimento da expressao de W.
Baseando-nos antes e apenas no seu significado fisico de probabilidade de transicao com
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stmetria esférica, um raciocinio classico de composicao de probabilidades permite entao
escrever
AR=+00
W(R,t + At)dR — / W(R — AR t)dR - W(AR, ADAAR),  (3.51)
AR=—c0

relacionando a probablhdade W(R t+ At)dfi para que a particula no instante ¢ + At
esteja srcuada em R (a menos de dR) com a probabilidade para que essa particula tenha
a pocicao R — AR (a menos de dR) no instante ¢ e com a probabilidade para que, no
1ntervalo (t,t + At) a partlcula varie a sua posicao de AR (passando assim de R — AR
para B — AR + AR = R). O paradoxo de se ter AR € (—o00,+00) sendo AR muito
pequeno explica-se pelo facto de que, independentemente da expressao precisa de W, razoes
fisicas evidentes implicam que esta funcao s6 pode tomar valores significativos numa regiao
muito pequena situada na vizinhanga de AR =0—sem o que alids se nao poderia utilizar
desenvolvimentos de Taylor, como passamos a fazer com W (R, t 4+ At) e W(R — AR, t):

W(R,t+ At) = W(R,t) + At - 883/(}% t)+o ((At)?) =
Afiheo oW oW oW
AR=—c0
o*w 1 2w 1 PW
— 2 . _— 2 . —_— 2 .
T AT Gxr BT Gy (B2 G
O*W W O*W R
HAXAY) - o + (AXAZ) - e + (AYAZ) - o . ] d (AR) .
(3.52a)
Continuando:
W (R,t+ At) = (equagdo (3.52a)) =
=W (R,t) [ W(AR)A(AR)—
AR
oW = oW
— ox (Rt /AX \IJ(AR)d(AR)—a—Y (R, 1) /AY U(AR)A(AR)—
AR AR
oW L 10°W ) o ,
- O E) / AZ BARIAR) + 555 [(AXPRaRAAR)+
AR AR (3.52b)
1 82W 2 — —3. 1 62W 2 —3. =
sayz | AYPRARAAR) + 55 [ (AZ)*W(AR)A(AR)+
AR AR
O*W - - 0PW - -
+oxay | AXAY)U(ARAAR) + 550 [ (AXAZ)W(AR)A(AR)+
AR AR
+ oW (AYAZ)U(AR)A(AR) +
oY dZ B

AR
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Ora a propriedade de simetria esférica de \IJ(Aﬁ, At) tem certas consequéncias para os
valores de alguns momentos da probabilidade de transicao ¥ para Aﬁ, sendo evidente
que vém nulos (os integrandos s@o impares e os intervalos de integracao sao simétricos em
relagdo a origem) os primeiros momentos

/ AX - W(AR)A(AR) | / AY - U(AR)A(AR) | / AZ - W(ARAAR) ,  (3.53)

AR AR AR

bem como os segundos momentos

/ (AXAY) - W(AR)A(AR) , / (AXAZ)-U(AR)A(AR) , / (AYAZ)-U(AR)A(AR) .
AR AR AR
(3.53b)
Quanto aos restantes momentos (de segunda ordem), as propriedades de W(AR, At) impli-
cam que sao todos iguais entre si e proporcionais a At. Definimos entdo a? tal que
200 = [ (AXPUAR,ANA(AR) -
AR
= / (AY)?U(AR, At)d(AR) = / (AZ)?U(AR, At)d(AR) ,

AR AR

(3.54a)

AR AR

(3.54b)

Donde, multiplicando e dividindo pelo niimero n de choques por unidade de tempo, a

seguinte expressio para o coeficiente de difusdo a?:

2_(Aﬁ)2_} (AR)2 N
C=ar 6" aar - W =%

(AR)? (3.55)

em que (Aﬁ)2 designa o valor médio do quadrado da variagdo da posi¢do num (em wum!)

choque ((AR’)2 designa essa mesma grandeza mas relativa ao intervalo de tempo At, ou
seja, a nAt choques).
A equagao toma entao a forma

W (R, t) + At - 8—W(ﬁ, t) + o ((At)?) =

ot
=W(R,t) + 25%2 - 2Ata* + 3577 - 2Ata” + 2577 2Ata” + o ((A)?) , (3.56)

ou seja, dividindo por At e desprezando termos de ordem superior,
ow 0*W n 0*W n 0*W
ot 0Xx2  9y2 9z%2 )

que é a equagao de difusao.

“—(R,t) = (3.57)
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Nota. Sobre os termos de ordem o ((At)Q) no segundo membro da peniltima equagao: os
momentos de terceira ordem sao todos nulos por razoes de simetria. Os termos o ((At)z) sao
provenientes dos momentos de quarta ordem nao nulos (alguns nao nulos). Sem especificar
mais a forma (as propriedades) de ¥ ndo é trivial afirmar que sdo proporcionais a (At)2.
Uma justificagdo poderia ser dada da seguinte maneira: utilizando o teorema da média para
o integral do produto de duas funcoes, tem-se, considerando o seguinte momento de quarta
ordem,

/ (AX)?(AY)*T(AR, At)d(AR) = (AX)?)" / (AY)?U(AR,At)d(AR) . (3.58)

AR AR
O integral do segundo membro é um momento de segunda ordem, portanto proporcional a
At. quanto a ((AX)Q)* é um certo valor de AX da regido onde se processa a integragao
a qual, embora teoricamente igual a (—oo, +00) 86 numa pequena vizinhanga de AR =0
contribui significativamente para o integral. E a dimensao dessa vizinhanca ¢ indicada pelos
préprios valores dos momentos segundos de ¥. Ou seja, AX toma af valores tais que (AX)?
é da ordem dos momentos segundos. donde o produto da ordem de (At)?, etc.

Naturalmente, quando se conhece a forma de ¥ (ver adiante) isso passa a ser uma
consequéncia trivial do célculo.

Esta deducao da equacgao de difusao num contexto estocédstico deve ser comparada com
a deducdo classica! (ndo estatistica, em que o meio é continuo). Em particular, devem
por-se em paralelo os dois significados distintos, fornecidos por cada uma das teorias para
a mesma constante de difusdo D que intervém na (mesma) equagao e que os métodos
estatisticos aqui utilizados permitem concluir ser igual a (equacao (3.55)):

o = %(ARP . (3.59)

Encontramos assim a identidade profunda entre o fenémeno macroscépico da difusao, bem
conhecido muito antes de qualquer tentativa de descricao estatistica dos fenémenos brow-
nianos, e a evolucao espacio-temporal de um conjunto de particulas submetidas a desloca-
mentos aleatérios obedecendo as hipdteses acima enunciadas.

Naturalmente que a estrutura da constante de difusdo pode ser mais detalhada se ad-
mitirmos o conhecimento explicito da forma de ¥, acima referido. Um célculo mais simples
d4 entao (ver equagoes (B.13) e (B.15), em apéndice):

1

= — — __1 AR2 =g
(AR)Q E3X/(AX)2\II(AR, At)d(AR) =3X / We 4DAtAR d(AR) =
AR AR
_ 1 2 — L AX?
X

: (A/ (AY)2e- a2V q(AY) | - (A/ (AZ)2e 22 q(AZ) |
Y Z

o (ARP 1
 6At  6At

donde

.6DAt=D . (3.61)
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Recordemos que D intervém na expressao de W e foi definido no inicio do presente paragrafo
como D = %nﬂ, em que 72 é o valor médio do quadrado do deslocamento (em um deslo-
camento qualquer).

3.5 A equagao de Langevin para a micela livre

Déa-se o nome de movimento browniano ao movimento executado num meio fluido por
certo tipo de particulas (designadas por micelas, em oposigao as moléculas ou particulas
do préprio meio fluido, sempre que tivermos de levar em conta a sua microestrutura de-
scontinua) cujas dimensoes sao suficientemente grandes para que a resisténcia ao seu movi-
mento possa ignorar a estrutura granular do fluido — donde o termo de travagem fluida na
equacao de Langevin — sendo ao mesmo tempo a sua massa suficientemente pequena para
que possa reagir aos choques incessantes, muito frequentes e desordenados das moléculas
do fluido — donde o termo aleatério na mesma equacao. Esta separacao de dois niveis
— micro e macroscopico — nos quais o meio circundante actua de modo diferente sobre
a micela constitui, se bem que nao totalmente ao abrigo de contradicdo, a base de toda a
teoria de Langevin. Deste modo, uma micela livre (i.e., ndo submetida a outras forgas além
das que acabdmos de referir) evolui no sei do fluido segundo a equagao de Langevin:

dv

= =B+ ALt) (3.62)

onde ¥ é a sua velocidade. Nesta equacao a influéncia do meio vem traduzida por dois
termos diferentes: um termo de travagem “fluida”, —(9 (admitindo que a micela é esférica,
de raio a e massa m, a constante positiva vem dada pela férmula de Stokes,

6ma
g="2

m

onde 7 é o coeficiente de viscosidade do meio), e um termo aleatério f_l'(t) variando muito rap-
idamente (da ordem de 10?2 choques por segundo) acerca do qual admitiremos as seguintes
hipéteses:

1. A(t) é independente da velocidade da micela.

2. As variagoes de A(t) sdo extremamente rapidas comparadas com as da velocidade da
micela.

Mais precisamente, a hipdtese 2 afirma a existéncia de intervalos de tempo de duracao
muito pequena At durante os quais U permanece praticamente constante enquanto /Y(t)
sofre um nimero muito grande de modificagoes. Por outras palavras, enquanto (t) e
#(t + At) diferem muito pouco, entre A(t) e A(t + At) nao existe qualquer correlagao: sio
estatisticamente independentes. Tendo entao em conta o que acima deixamos dito sobre
fenémenos aleatorios, vemos que A(t) define um processo markoviano.

Naturalmente que “determinar a solucao” da equagao de Langevin nao deve ser enten-
dido no sentido habitual da teoria das equacoes diferenciais: /T(t) é uma funcao aleatoria
(ndo admite derivada em nenhum ponto) e as propriedades que lhe podemos supédr sao de
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natureza exclusivamente estatistica. Como tal, por “solugao” da equagao (3.62) queremos
significar uma fungao densidade W (¥, ¢, ¥p) tal que

W (4, t, To)do (3.63)

seja a probabilidade para que a micela, partindo com velocidade ¥y no instante inicial ¢ = 0,
tenha no instante ¢t a velocidade ¢ a menos de dv. Naturalmente terd de ser

}ir% oW (9, t, Tp)dv = 1 (3.64)
isto é,
%iI% W (0, t, 1) = 6(0 — 1) . (3.65)

Por outro lado, ao fim de um certo tempo (e ‘a fortiori’ quando for ¢ — oo) a micela terd
de se encontrar no equilibrio térmico imposto pela temperatura 1" do meio ambiente, ou
seja, U tende para a distribuicao de Maxwell das velocidades independentemente da sua
velocidade inicial ¥
3
. N m 2 m o .
lim W (v, t,vp) = (7> ex {——v ] , Y . 3.66
A WL %0) = (o) &P [~ 957 0 (3.66)
Tornando entao a equacao de Langevin, a sua solucao formal satisfazendo a condigao
inicial #(t = 0) = 1, vem dada por!

t

o(t) = | o + / P A(s)ds | e P, (3.67)
s=0
donde .
B(E) — foe = 0Pt / % A(s)ds . (3.68)
s=0

Ora para t — oo o primeiro membro tende para 9(t = 0o) que sabemos ser estatisticamente
regido pela distribuicao de Maxwell. O mesmo deve portanto acontecer também com o se-
gundo membro, e as suas propriedades estatisticas, quando t — oo, serdao as da distribuicao
de Maxwell das velocidades.

Apliquemos entao a hipétese markoviana acima enunciada: dado o intervalo de tempo
finito qualquer (0,t) durante o qual as grandezas fisicas essenciais (posigao, velocidade,
energia, etc.) variam significativamente, consideramos esse intervalo subdividido em in-
tervalos de tempo sucessivos com a duragao At (acima definida) durante os quais essas
grandezas permanecem constantes enquanto ff(t) sofre grandes variagoes:

(0,At), (AL, 2A1), (2AL3A1), ..., (jAL (5 + DA, ... . (3.69)

Em At todas as grandezas dependentes do tempo sao constantes, com excepgao de ff(t)
O segundo membro de (3.68) escreve-se entao

(J+1)At (+1)At

e_ﬁt . Z / eﬂsg(s)ds = e_ﬁt . Z eﬁjAt . / eﬁsg(s)ds . (370)
J

J jAL jAL
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Como as propriedades estatisticas de /T(t) sao as mesmas para todo o t podemos entao
escrever

(J+1)At t+At
Vj / A(s)ds = / A(s)ds = / A(s)ds vt , (3.71)
jAt t (At)
pelo que adoptaremos a definigao
B(At) = / A(s)ds . (3.72)

(At)
A equagao (3.68) toma entao a forma

t
H(t) — oe Pt ==L / o A(s)ds =
2 (3.73)
=e™t Y AL B(Ay =) UMD B(AY)
J

J

Vemos assim que as propriedades estatisticas da wvelocidade da micela estao intimamente
relacionadas com as de B (At), as quais em ultima andlise se reduzem. O mesmo acontecerd,
como adiante veremos, com as propriedades da posicdo, pelo que se pode afirmar que do
conhecimento da distribuicao estatistica que rege é(t) decorre toda a teoria de Langevin
para o movimento browniano. Essa distribuicao deve portanto ser tal que implique, para
a distribui¢ao das velocidades uma forma cuja expressao assimptética (quando t — o0)
coincida com a lei de Maxwell. Acentue-se que, em virtude da sua definicao, B (At) mais
nao é que a impulsao browniana total durante At, isto é, a impulsao sofrida pela micela
devido aos choques aleatérios durante um (qualquer) intervalo de tempo At.

Postulamos entio para a distribuicio w(B) = w(B(At)) que rege as propriedades es-
tatisticas de B(At) a forma gaussiana em B(At),

]. ]. —'2
e _exp|—— 74
(mA)3/2 P [ AB ] ’ (3:74)

em que a constante A vird fixada pela exigéncia assimptética acima referida. Antecipando
o resultado final, a forma precisa serd (ver adiante)

1 m -2

w(B) =

w(B(A) =

Nota. Apesar de postulada, a forma gaussiana para w pode, no essencial, ser justificada por
meio das consideracoes feitas na seccao 3.3. Pode com efeito adaptar-se a demosntragao aqui
apresentada, transpondo agora para a impulsao total A= >~ dj as hipéteses ali assumidas
sobre a posicao final R= > 7 — exercicio a cargo do Leitor.

Vamos entao determinar a distribuigdo estatistica que (3.74) implica para (3.73) e,
uma vez calculada, faremos ¢ — oo e igualamos a expressao obtida a lei de Maxwell das
velocidades. Isso permitir-nos-4 entao determinar a constante A.

Comegamos por demonstrar um teorema cuja aplicagao tornara imediata a obtengao do
resultado pretendido.
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Teorema 3.2. Sendo (3.74) a distribuicao estatistica que rege a impulsao total no intervalo
markoviano elementar, B(At), entdo a distribuicdo estatistica que rege as propriedades da
grandeza aleatoria

0 / Q(s)A(s)ds (3.76)

0
(definida a partir da for¢a browniana ff(t) e de uma funcdo analitica — nao aleatoria —
qualquer Q = Q(t)) tem a forma

o 1 1 "
P(R) = 373 OXP ——R?| . (3.77)

<w§t Oj&ﬂ(s)ds)

l>‘:>

; ftQZ(s)ds
0

Também aqui, antecipando sobre a determinacao da constante A (adiante se verifica

que A = @ — equacao (3.91)), apresentamos ja a forma final de P:
P(R) = ! ! R? 3.78
(R) = ; 3/2 &P ﬁ : (3.78)
<7r4kaBfQ2(s)ds> “m OfQ2(3)d5
0

Demonstracao do teorema 3.2. Utilizando entao a hipétese markoviana fundamental, repar-
timos o intervalo de integragao (0,¢) em intervalos At,

(0,At), (At,2A1), (2AL,3A¢4), ..., (jAL (5 + 1AL, ... . (3.79)

Como 2 é uma fungdo nao aleatoéria, permanecerd sensivelmente constante em cada um
desses intervalos, pelo que vira entao

(J+1)At (+1)At
Bty =Y" / Q(s)A(s)ds = (1) =3 0(jAn / A(s)ds =
7nt ’ Ja (3.80)

=" agjan / Als)ds = Y- QANB(AD |

£
~
<

ou seja,
R(t)=> QUAB(AL) =) 7 . (3.81)
J J
Admitindo entdo que (3.74) nos dé a (densidade de) probabilidade de B(At), entdo a
probabilidade de 7; = Q(jAt)B(At) = cte - B(At) vira dada por

n) e (4 | aiss|) = oo (~mtmg ) - @8
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Nota. Quando uma grandeza G, regida por uma certa probabilidade P(g), toma um certo
valor g, a grandeza G’ = kG toma o valor kg. A probabilidade de ocorréncia dos dois factos
é, pois, a mesma. A probabilidade de ocorréncia de um certo valor ¢’ de G’ = kG, que
designamos por P’(¢'), é entdao dada por F(g = ¢'/k).

Normalizando a probabilidade, obtemos

. 1 . 2>
T(r;) = exp| ————— |7 3.83
75) (TAQ2(jAt))*/? ( a02(jan (3:53)
ou ainda, definindo
3
2 _ 2/
l5 = §AQ (JAL) (3.84)

" 1 I
T(rj) = —— 372 XP <_2l2 : ’rj|2> : (3.85)
(ﬂ'zl?) 3]

Considerando entao as equagoes (3.81)—(3.85) vemos que estamos numa situagado como a
que foi estudada na seccao 3.3. Podemos entao concluir que R = ) 7; tem a distribuigao
de probabilidade

temos

. 1 412
W(R) = 212_ 3/2 exXp _Tl? -|R (386)
<7T2N J J) 2N
3V 38V TN
€ como vem
3 A /
2 2 _ 2 (" -

Zz Z SAQY(AY) = () =3 AtZQ (GAH)A ) =5x / (3.87)

0
obtemos a forma procurada para W. 0

Em consequéncia do teorema 3.2, o resultado acima enunciado obtém-se imediatamente,
bastando apenas fazer Q(s) = P51 ou seja,

t
A= A(s)ds = /Q ds . (3.88)
s=0

5 A(s)ds =

S

R=0(t) — tpe P =Pt

S

L— .
L— .

Se a distribuicdo de probabilidade de B (At) vem entao dada por (3.74), o teorema afirma
que a distribuicao de probabilidade que rege a expressao anterior vem dada por

W (T —doe™P) = (1) = W(d,70,t) =

1 1
= exp

<7T§t {ezﬁ(s—t)ds>

B~
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ou ainda, atendendo a que

1

/ Zﬁ(sft)d — _ 7(1 - 72[37&)

(S S e €

2 )

) B

vem
1 1 2
W (¥, Ug, t) = 375 €XP [— 7 — e P ] . (3.90)
) ) /2 A1 _ 20t
(W%%(l _ e_QBt)) At 2ﬁ(1 € ) ( >

Exigindo entao que a forma assimptética (para t — oo) desta expressao coincida com a
distribuicdo de Maxwell das velocidades, obteremos o valor procurado da constante A, ou
seja,

. . B 1 1 o] m o \s mv?
Hm W(T, %o, 8) = ————75 exp [‘AAth” ] - (7r2kT) P [_ 2kT]
m At 20 4kT 3
= A= ——At. 91
m2kT A - m (3.91)

Introduzindo entao este valor de A em (3.74), (3.77) e (3.90) obtemos (3.75) e (3.78) como
anunciado, e a forma final para a distribuicao estatistica regendo as velocidades da micela
browniana livre:

2

1 1
(T — Toe )| . (3.92)

T [2’;7(162‘”)

W(Ua 170, t) =

O estudo que precede pode alids transpor-se de modo a fornecer a distribuicao para
as posicoes da micela, bastando para tanto levar mais longe a “integracao” da equacao
de Langevin e utilizar a forma agora conhecida da distribuicao w(é(At)) que rege as
propriedades estatisticas da impulsao browniana E(At) sofrida pela micela durante um
intervalo caracteristico At.

Se a micela parte entao de t = 0 com posicao e velocidade iniciais respectivamente 7 e
7y, vem naturalmente

7(t) — 7o = /17(8)ds . (3.93)
0

Ora a expressao da velocidade ja foi acima determinada pela integracao formal da equagao
de Langevin (3.68),

T(t) = Goe Pt e Pt | P A(s)ds . (3.94)

L.
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Donde, para a posicao,

t
0

. . . (3.95)
:z‘;’o/e_ﬁsds—i—/e_’gs- (/ eﬂ”ff(r)dr) ds .
0 0 =0
E procedendo a integracao por partes no segundo integral do terceiro membro
—Bsqt —Bs y ! ! —Bs
7(t) — 7o =t [e ] T - ’ / eﬁr/_(("”)dr N / - 'eﬁsg(s)ds =
e —B -8
:g 0 Ot (3.96)
e_ﬁt ]_ —
——(1-eP)y+ —. / P A(r)dr | + = /A(s)ds ,
-3 p
=0 0
ou seja,
¢ ¢
R = 7 — 20 —Bt 1 B(s—t) A 1 Y
R=r(t)—7— —(1—e ") =— e A(s)ds | + = [ A(s)ds =
E 5\ 3
; 1 ; (3.97)
— / SlL= s = () = [ 9(s)Als)as
0 0

Estamos portanto em condigoes de aplicar o teorema 3.2 — ver expressoes (3.76) e (3.78)
— agora com

R(t) = 7(t) — 7y — %(1 ) (3.98a)
Q(s) = ;[1 — B A(s) (3.98D)

Como se tem

t
/92(s)ds = /512[1 —AEP2as = .. = 2162[2& —3+4e P — e = f(t), (3.99)
0
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a distribuicao pretendida vem entao igual a

T

W <F(t) — 7 — 5(1 —~ eﬂt)> = (1) = W(7,7,7,t) =

1 1
= ; 32 P T ; 3/2 -
(774%6 fQQ(s)ds> (41~§nTﬂ fQ2(s)> ds
0 0
— L e | - Ra—em| | o)
(222 (t))?’/2 TRCE) b

como f(t) — +oo para t — oo, é claro que W = 0 para t — oo, 0 que tem um significado
fisico 6bvio: a difusao browniana leva a micela a afastar-se da sua posi¢ao inicial, tendendo
para a situacao onde existe igual probabilidade de ocupar qualquer posicao do espago.

Mais interessante serd considerar, em vez de t — 0o, valores de t grandes relativamente
a 1/f. Isto implica que na expressao de f(t), presente em W, se podem desprezar os
exponenciais e o termo constante diante do termo 28t, ou seja, f(t) ~ B72t. Acresce,
como dissemos, que 7(t) — 7y tende a aumentar indefinidamente com o tempo, pelo que no
exponencial gaussiano esse valor é preponderante sobre o termo

—

1-e Bty 00 ,
( ) 3
que se pode desprezar. Segue-se que W tomard a forma
Lo - 1 I
W (7, 7o, Vo, t) =~ W (7, 7o, t) = 573 &P ~ T, |7 — 70 (3.101)
(W%t) mf3
ou ainda
WF, o, t) = ——— I~ 7of* (3.102)
.7 = €ex - *
TN = Capne P | T Tape |
onde definimos o coeficiente de difusao
kT
D=—. 3.103
- (310)

Esta é poratnto a densidade de probabilidade para que uma micela, partindo de 75 no
instante t = 0, esteja em 7 no instante ¢, com

1
5 <t<oo. (3.104)

As férmulas (3.102) e (3.103) devem ser comparadas com as equagoes apresentadas no
inicio deste paragrafo sobre a equacao de difusao. Este paralelo permite concluir que, para
tempost > %, o movimento de uma micela browniana é regido pelas mesmas leis estatisticas
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do problema dos deslocamentos aleatorios com simetria esférica para a probabilidade que rege
cada choque. De novo podemos entao afirmar a identidade fisica dos processos brownianos
com os processos de difus@o e concluir que (sob as restri¢oes acima referidas) o movimento
browniano é regido pela equagao de difusao.

A partir de (3.103) é possivel obter o resultado de Einstein dando o desvio médio
quadratico da micela relativamente a sua posicao inicial 7, ou seja, os trés valores médios
(x —20)%, (y — y0)?, (2 — 20)?. Vem entéo

2 ) —
(x — x0) /// 4Dt)3/2 [— i dadyds
T—1 _ 2 o
<4Dt>3/z/ oo [y [ =
s

™ ™

(3.105)

Como ¢ fisicamente evidente, as outras duas expressoes tém o mesmo valor. Donde

kT 6man kT
—z0)?=(y—yo)?=(2—2)%?=2Dt=|D=—, = = t 1
(z —20)* = (y — v0)* = (2 — 20) { i’ B p ] Sman (3.106)
implica
7= 7ol” =(x — 20)* + (y — y0)* + (2 — 20)* =
6kT (3.107)
=(z — 330)2 +(y — 90)2 + (2 — 20)2 = 6Dt = miﬁt ,

com t > 3L
Nota. Foi este o resultado submetido a experiéncia de Perrin: a observacao (sempre com

t > (B7!) permitia determinar |7 — FO\Q e sendo conhecidos os valores de a, T e 7, obtinha-se
o valor da constante de Boltzmann.

Naturalmente, a férmula (3.100) fornece resultados mais gerais, védlidos qualquer que
seja o instante de tempo (portanto sem a restricao t > 371). Um calculo sem dificuldade
conduz entao a

(x — x0)?

oot gl
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e fazendo

X Ex—xo—%(l—e*m), YEy—yg—v%(l—e*ﬂt), ZEZ—ZO—%(l—e*Bt), (3.109)

portanto

2
(x —x0)? = X2 + 2%(1 —e X + (ﬁ?) (1—e P2, (3.110)

vem (o termo sublinhado nao contribui para o integral por razoes de simetria)

2
@z = (ww!lf(t)fﬂ / <X2 + (vgz) (1— e_,@t)2> exp [—%75;;(15)] da x

/ Y2 zZ?
X exp —W dy/exp —W dz=...=
= f@) = f (@)
2kT 3 vor \ 2 g2
=—f(t — 1-— .
P+ (Y) a-e
(3.111)
As outras expressoes sao evidentemente iguais, pelo que
I — 6kT g U2
7= 7o =T = 2o + (g — 90 + (o = 20 = - (1) + (1~ P2 =
mn b (3.112)
:ﬂmt —3+4e P e L (1 - e*ﬂt)ﬂl02 |
m3? B

Este resultado depende naturalmente do valor da velocidade inicial da micela, .
Suponhamos entao que em vez de uma sé micela temos um grande nimero de micelas
idénticas partindo todas em ¢t = 0 da mesma posicao inicial 5. Essas micelas sdo supostas
estar termalizadas a mesma temperatura 7' do meio ambiente, pelo que o valor médio da
sua energia cinética é igual a 3 x %kT (%/{:T por cada um dos trés graus de liberdade). Cal-
culemos entao a média da expressao anterior sobre todos os valores possiveis da velocidade:

— — 2 _ —[Bt\2 -9 —Bt\2 .
3kT 3kT
— —pt —20t —[Bt\2
_mﬁ2[2ﬂt—3+4e —e ]eriﬁ?(l_e )2,
(3.113)
ou seja,
— - 12 _ —Bt
|7 — 7ol —imﬂz[ﬂt—ﬂre e (3.114)

resultado que, para t > 37! (desprezando o exponencial e o termo constante no paréntesis)
coincide com a férmula (3.107) acima:
6kT

1 P
t>—- = |[r—7|°(V) ~ —t =6Dt . 3.115
5 = Tl =2 (3.115)
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Inversamente, para valores muito pequenos de t, vem

=——(¥) 6T 6kT 242
— 2 = 8t — —pty — 2 _ _ L
|vecr — 7 —ee Bt —1+e " ey [ﬁt 1+ (1 gt + 51 >} , (3.116)
isto é,
== 3T
t<l = [F—m)? = Wt2 . (3.117)

As duas férmulas assim obtidas traduzem comportamentos muito diferentes consoante a
micela se encontra no intervalo de tempo (0,37 !) ou para além dele: no primeiro caso
a difugdo é mais rapida e nao depende directamente das caracteristicas fisicas do meio
(traduzidas pelo coeficiente de atrito 3). A partir de t ~ 371 a difusdo é mais lenta.

3.6 A equacao de Fokker—Planck

Acima ficou exposta a maneira como se podia obter a solu¢ao do problema dos deslocamen-
tos aleatodrios a partir de uma equacao as derivadas parciais, ou seja, a meneira como um
problema de probabilidades podia ser reduzido a um problema com condicdes aos limites!.
Deste modo a teoria do movimento browniano identificava-se com a da difusao (do calor),
conhecida muito antes daquela.

Recordemos que a hipdtese essencial a este ‘modus faciendi’ era a existéncia de certos
intervalos de tempo caracteristicos de duracao At, suficientemente grandes para qu durante
eles a particula tenha sofrido um grande nimero de deslocamentos (impactos), mas sufi-
cientemente pequenos para que durante At a posi¢cdo tenha variado muito pouco (Aﬁ, ou

o valor médio do seu quadrado, (AR)2, muito pequenos).

Nesta seccao vamos obter um resultado semelhante em teoria do movimento browni-
ano com base na equacao de Langevin. Partindo desta equagao determindmos acima as
distribuigoes estatisticas no instante t para a posicao e velocidade, 7,7, em funcao das
condigoes iniciais. E entdo licito esperar que também aqui seja possivel determinar uma
equacao as derivadas paricias que conduza a um resultado idéntico, ja que também aqui se
admite a existéncia do intervalo de tempo caracteristico At.

No que se segue consideramos o caso da micela livre (adiante serd tratado o caso geral
com forgas exteriores) e estudamos a distribuicao das suas velocidades, W (¥, t). O raciocinio
de partida (uma composi¢ao/convolucao de probabilidades) é idéntico ao utilizado no caso
dos deslocamentos aleatérios, conduzindo a equagao evidente

W(#,t + At) = / W(F — AG,1) - U(F, AT, A)d(AT) | (3.118)

relacionando a probabilidade de ocorréncia do valor ¢ da velocidade no instante t + At,
com a do seu valor ¥ — Av em t e com a probabilidade ¥(¥, AU, At) de que a micela sofra,
durante (¢,t 4+ At), uma variagdo Av da sua velocidade (transi¢do de ¢ para ¥+ A7).

Para calcular esta probabilidade de transicao ¥ comegamos por recordar que a dis-

tribuicao estatistica a que obedece
t+At
B(At) = / A(s)ds (Vi) (3.119)
t
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tem a forma

. 2
) L\32 ‘B(At)‘
em que
kT
m
Ora da equagao de Langevin para a micela livre,
A7 = -7 + dt + A(t)dt (3.121)

obtém-se, atendendo as propriedades do intervalo At,

t+A
/dv——ﬁ/vdt—l—/ s)ds = t/ =

— AT = —fB7At + / A(s)ds = —B0AL + B(At) = AT+ S0At = B(At) . (3.122)
%))

Segue-se que a probabilidade para que no intervalo At a micela sofra uma variagao Av
da sua velocidade — que é a probabilidade de transicao W(v, AU, At) — é entdo a mesma

para que ocorra este valor (3.122). Em consequéncia, ela vem dada por (3.120) apenas com
B(At) substituido por Av + SUAt:

o 1 \*? |AT + BEAL?

Voltando a (3.118) obtemos, com desenvolvimentos de Taylor para as fungdes W (¥, t + At),
W(7 — Awv,t) e V(7 — AT, AU, At):

W (v, t+ At) =
ow 9 . . . LA _
=W(u,t) + W( t)+o((A1)?%) = | W(T— AT, t) - U(T — AT, AT, At)d(AD) =
PW 9 0*W
—/ ZiAUk: 81} - (Awvg) +Z@wk6U'Avk.Avj+”' X
k< J
\Il 0% 0%V
(7, A7) — —— - (Avy)? Avy, - Avj + ... | d(AD) .
x | U(T, AD) zk: or Dyr (Avg)” + Z Josdn,; vy, - Avj + d(A7)

(3.124a)
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Continuando:

W(v,t+ At) = (equagao (3. 124a)) =

1 W .
_W/ v, A?V) d(AT) — (%k /\I/Avk d(A7) + 5 ZW./(Avk)Q\I/d(AUH-

82W
avkavj /Avk Av; U d(A7) WZ/MAde (AD)+

oW [V, oW [ v
g aika %(Avk) d(A'U) + Z 87’1)’{ av AUJA'Uk d(AU)

1 0*wW " 3
+2W§k:/ 02 (Avy) —l—WZ/avkavjAvk-Avjd(Av)—I—o((Av ) -

(3.124b)

Nota. Repare-se que:
1. S6 ¥ depende de Av = Awg, nao W!

2. Normalizagao: [ U (v, A7) d(Av) =

3. Os integrais onde intervém derivadas parciais de ¥ em ordem aos ¥ = vg vém, por

exemplo,
/ OV AT) Ay a(ad) = 2 / U (7, Av) Avy, d(AT) (3.125a)
Ovy, Ovg
o"v Avy - Avj - d(AD) = e /\Il(* AD) - Avy, - Av; - d(AD) t
s, vy - Av; v) = s, U, AV) - Avy, - Av, v), etc.
(3.125b)
Definindo entao os momentos da distribuigao ¥ (¥, A7)
Aoy = / Avp U (5, AT)A(AT) | (3.1264)
(A2 = / (Av)2 U (7, AD)U (T, AT)A(AT) , (3.126b)
Avy - Avj = /Avk - Avj - (U, A7) - d(A7D) , (3.126¢)
a equagao toma a forma
ow
Wt At ((At)?)
=W (v t)—Z—W - (Avg)? +Z -Avk-Av-—
’ —~ Ov 6 !
8W 0 ow 0
B Wzk: Ovy, Avk Z vy, v ( Av) ) (% 82}] Avk AU]) (3.127)

2

1 0? 3 A A 2
+ 2W2k: a—vi ((Avk) ) + W% o, (Avk . Avj) + o ((Av?)) .
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Ora,

d2 d2A dAdB d?B

— (A =— . B4+2———+ A. — 3.128
dx2( ) dz? + dz dx + dz? ( 2)

SO (e an) =W e my) + W () |

i oy, 81} o oy, (%] vy vy, (%j
(3.128b)
donde
ow
S Atto ((At)%) =
0 — 1 0? — o2 S
- _ i ) - i ) 2 A - Avs)
Z or (W Avk) + 5 Z 502 (W (Avy) ) + Do, (W U, U])
k k k k<j J
(3.129)

Os momentos (3.126) calculam-se facilmente utilizando a distribuigao (3.123):

Aoo A A
Av, = ( S At) // Av, - eXP< | U4:I_I82tt’ )d(Avm)d(Auy)d(sz):

18vg +Bua A% _[avy+puya?
= m /Avx e” awxar  d(Avg) - /Avy e war d(Avy)-

_ |Avz+BuzAL?
. /sz e war d(Av,) =

=...= —Pu kT,
(3.130)
e analogamente para y e z, donde:
Avp = —pogAt , (k=m,y,2) . (3.131)
Quanto aos momentos de segunda ordem, vem:
@02 = L Ar 4o (80) = (B0, )2 = (B2 (3.132)
Avg - Avj Avj =o((At)?) , (k,j=my,2). (3.133)

Ezercicio 14. Provar as equagoes (3.132) e (3.133).

Introduzindo as expressoes (3.132) e (3.133), dividindo por At e desprezando termos de
ordem superior, obtemos

Zavk (—Bog)) +Z ( <5ka>) , (3.134)

ou seja,
ow . BET
o Bdiv g (W) + WA@)W . (3.135)

que é a equacao de Fokker—Planck.
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3.7 A equacgao de Fokker—Planck generalizada

Além das condigoes presentes na deducgao acima da equacao de Fokker—Planck, supémos
agora a existéncia de um campo de forcas exterior T. Este campo é suposto variar muito
pouco a escala browniana ou, mais exactamente, r permanece constante em regides do
espago da ordem de A7 = vAt, sendo At o intervalo de tempo caracteristico acima definido
e ingrediente capital em toda a teoria. Em consequéncia, a “integracao” da equacao de
Langevin

d_» — —
CT: — —BU+T + At) (3.136)
(f é a forca por unidade de massa) conduz agora a
t t+A
/dU: /(—5U+ )t + /A’(s)ds — / — Av= (g4 T) At + /%f(s)ds ,
¢ (At)
(3.137)
donde a expressao da variacao da velocidade e da posicao durante At:
AT = (—55+ f) At + B(At), com A7 = FAL. (3.138)

Aplicando de novo o raciocinio utilizado na deducdo da equagdo de Fokker—Planck (para
a micela livre) e considerando agora a distribuigdo W definida nao apenas nas velocidades
mas incluindo igualmente as posigoes, vem

W (7, ,t + At) = // W (7 — A7, T — AG, 1) - U(F — AT, T — A, At)A(AT)A(AT) , (3.139)

onde V(77— A7, ¥ — Av, At) designa a probabilidade das transi¢oes 7¥— A7 — e ¥ — AU — U
durante o intervalo (¢,t + At). Ora é ébvio que a variagao A7 = UAt fica completamente
determinada pelo valor de ¥’ e pelo intervalo caracteristico (nao é portanto independente),
pelo que

(7,7, A7, AT, At) = (7, 7, AT, At) - 63 (AF — GAL) . (3.140)

Em consequéncia, a equacao (3.139) toma a forma

W(r,v,t + At) = /W(F— AV =7 — UAL, T — A, t)-
(3.141)
“p(F — AT = 7 — TAL, U — AV, At)d(AD)
isto é,

W (7 + GAL, 5, + At) = / W (7,5 — A, ) - (7, 7 — AT, At)d(ATD) . (3.142)

Ora em virtude de (3.138) a probabilidade para que no intervalo At a micela sofra uma

variacao AU da sua velocidade é a mesma para que ocorra o valor A7 + (ﬂU — f) At =

B(At), ou seja (ver acima)

_ 2
o N Ad+ (95-T) 4| )
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O resto do célculo, que se recomenda como exercicio para o Leitor, prossegue nos moldes
habituais, fazendo intervir desenvolvimentos de Taylor e tomando as devidas ordens de
aproximagao. Os momentos sao definidos da mesma maneira utilizando a distribuigao
(3.143), vindo agora

Avy, = /Avkw(ﬁ, AD)A(AD) = ... = —(Bv, — Tp)At (3.144a)
(Avy)?2 = / (Avg) 2 (7, AD)A(AD) = . .. _ 2Ry, +o((At)?) , (3.144b)
Rop A, = /mk vy (8, AD) - d(AD) = ... = o (AD?) , (kjo= 7).
(3.144c)
E encontramos a equacdo final,
aa%/ + - grad W + T - grad g W = Bdiv(y (WD) + W%TA@W . (3.145)

Como se vé, a dlferenga relativamente & forma nao generalizada, equagao (3.135), reside na

substituicao de 2% pela derivada total (F é a forga por unidade de massa):
d ow dr do oW =
aW = +grad 7 W~E+grad( 5 W- T +v-gradm W+T-gradz W . (3.146)

3.8 A equacao de Smoluchovski

No segundo membro da equacao de Fokker—Planck generalizada, (3.145),

ow kT
—— = pdiv(y (W) + PrT

ot b3 m A(g)W - ﬁ : grad(U)W — - grad(f‘) w s (3.147)

somamos e subtraimos os seguintes termos:

1 -

iniV(F) (WP) y (3.148&)

kT

+—di 14
mle(;) grad(;) w (3 8b)
e
ET . kT

:lzﬁdw( 5 grad ) W = :l:— E 5o <6a:n> —le(;) gradz W . (3.148c)

Atendendo a que T nio depende de 7, e que ¥ e ¥ sdo independentes, ou seja,

div(y) (WT) =T - grad ) W, (3.149a)
div 7 (W7) = v gradm W, (3.149b)
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a equagao pode escrever-se

ow . o PET . - KT
W :ﬂ le(g) (W’U) + WA@)W - le(g) (WP) + Ele(g) grad@ W—
kT 1 - kT
— diV(F) (W) — EdiV(F) grad@) W+ EdiV(;) (WT) — BTndiV(Fj grad(,:) W+

kT 1 >
——di dim W — —di wr
+ m V() grad V() ( ) 5

B 5
(3.150)
isto é,
ow ) kT . 1. = kT
5 =fdiv ) [WU + Egrad(v) W — BWF + %grad(ﬂ W} -
kT 1 = kT
— diV(g) |:W17-|— Egrad(g) W — BWF + ﬁfmgrad(?) W:| + (3.151)
kT 1 =
+ div; [ rad W—WF} .
(7) ﬂmg (™) 3
Donde a forma equivalente da equagao de Fokker—Planck:
ow . . L kT 1. = kT
T (ﬁ div(y — div(y ) [Wv + Egrad(g) W — EWP + %grad(m W] +
(3.152)

. kT 1. 4
+ le(;) [ﬁmgrad(;) W — ﬁWF:| .
O nosso objectivo é deduzir, a partir da equacao de Fokker—Planck (vélida para qual-
quer instante de tempo e fazendo intervir grandezas com uma variagao espacial sem outra
restricdo que a existéncia das suas derivadas) uma forma simplificada, valida apenas para
instantes de tempo superiores a 37! e em que as grandezas intervenientes sdo supostas nio
variarem significativamente em distancias da ordem de

| kT
el (3.153)

Para isso vamos integrar a equagao anterior (valida em todo o dominio das varidveis inde-
pendentes ¥ e ) na regido unidimensional ¥ — 3714 = 7 (= cte). Sobre este recta tem-se
evidentemente

0 0 dz,

0
—1 -1 . —13-

pelo que a integracao vem dada por

ow . d - : kT 1. =] ..
de =% / Wdvo | = / div ) [ﬁmgrad(;) W — BWF dv .
F—B—Lo=, =B~ Lo=r,

(3.155)
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Vimos acima no caso particular em que os intervalos de tempo considerados sao superiores
a #~! a distribuiciio maxwelliana das velocidades j4 estd atingida, independentemente da
distribuicao de velocidades inicial, pelo que se pode escrever

3 =9
_ SN m 2 muv R
t>p = W(F,t) = (W) exp <— 2kT> ~w(Tt) (3.156)
onde o factor w(r,t) designa a densidade de probabilidade unicamente dependente das
posicoes. Como se sabe, a forma gaussiana da dependéncia nas velocidades s6 tem valores
significativos num pequena regiao situada em v = 0 e da ordem de

k
0 S\ —— -
m

Acresce que nesta regiao de valores de ¥, a wvaria¢do de ¥ sobre a recta considerada na
integracao (¥ = 7o + B~ '¥) é da ordem de (3.153), valor muito pequeno comparado com as
distancias em que w(7,t) e [ variam significativamente. Os integrandos s6 serdo portanto
diferentes de zero numa vizinhanca de 7 centrada em 7 e de amplitude

k;l < 1
m/32 ’
vindo entao 5 o .
w ) -
5 = div ) ﬂ—mgrad(;o) w — ﬁwF} (3.157)
ou ainda, abstraindo do indice, ja que 7 é qualquer,
ow kT 1 =
5 = div ) ﬁ—mgrad(;) w— ﬁwf‘} , (3.158)

que é equagao de Smoluchovski. Acentue-se mais uma vez que esta equagao nao é valida
para instantes de tempo inferiores a 5! nem para dimensdes espaciais inferiores a (3.153).

Nota. Mais detalhadamente, a deduc@o de (3.157) a partir de (3.155) faz-se do modo
que se descreve a seguir. Considerando o primeiro membro, a integracao sobre a recta
(7 = 7o + S~'¥) pode escrever-se sob qualquer das formas

/W(F,U,t): /W(F: o + 70,7, 1)dT = /W(F,U:ﬁ(FFO),t)dF.
7 X F—p—15=r

(3.159)
Tomando, por exemplo, a primeira forma e introduzindo a expressao de W vaélida para
t> B!, vem

0 m \s mu? L 1 R
ot / (3i7) o < 21<:T> cw(F =T + 4710, 0)dT | (3.160)

F—t>B15=r

A probabilidade gaussiana unidimensional,

(m)%ex _m?y
kT P\ "okt :
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sé tem valores significativos numa vizinhanca |v| < \/kT/m de v = 0. A trés dimensoes,

segue-se que [
( m )3 . mu? 45
D — X — v
kT P\ 7 okT

se pode aproximar pelo seu valor em ¥ = 0 — que é (ﬁ)‘g/ 2 — numa vizinhanca de medida

(kT /m)?/? e pelo valor aproximadamente igual a zero fora dessa vizinhanca. Como além
disto, nessa vizinhanca de ¥ = 0, a posicdo permanece praticamente constante, podemos
tomar 7 = 7y + 71 ~ 7. Donde

3

3 3
kT 2 m \Ns . _ B kT 2 m N9
<m> (57 w(r_ro’t)]_(m> (mz) " o). (@61

O mesmo tipo de raciocinio conduziria ao segundo membro de (3.157) a menos da mesma
constante multiplicativa anterior.

0

ot




Capitulo 4

Fisica Estatistica Quantica

4.1 Distribuicao candnica

Consideremos um sistema quantico com IV graus de liberdade, com valores possiveis E = Ej,
para a sua energia, e com a degenerescéncia g, para o nivel de energia E;. Em contacto
com um sistema “muito grande” (termostato) a probabilidade de ocorréncia do nivel Ej
vem, como vimos, dada por

E; Es
P, =Pr(E = E,) = cte- bV - ggexp <_N> = cte - gs exp <—> (4.1)

(absorvendo na constante a medida da célula de extensdo em fase). A definicdo da soma
de estados é andloga a que foi dada no caso classico, apenas com a diferenca do coeficiente

de degenerescéncia:
Es
Z = —— . 4.2
zg:gs exp ( N > (4.2)

A condicao de normalizacao toma a forma

1:ZS:P5:cteZs:gsexp <—%> =cte-Z = cte=2"", (4.3)
donde
Py=2Z"""gsexp <—ES> = gsexp (_NlogZ_ES> : (4.4)
N N
ou seja,
P. = g oxp <¢(N,G)N— Es(a)> 7 (4.5)

com a definicao
PY(R,a) = —Nlog Z(N,a) . (4.6)

Podemos agora transpér o raciocinio feito no caso classico, conducente a identificar X com
kT e ¢ = —kTlog Z com a energia livre. As diferencas residem apenas na quantificacao

140
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dos niveis £ = Ej e na sua degenerescéncia g;. Também aqui se parte da condicao de
normalizacao da probabilidade,

=S (zmz,a)N— Es<a>> | (4.7)

que derivamos em ordem ao parametro a:

() (0.
10y 1 0E, b —
“Noa R aagsexp( )

Ezercicio 15. Verificar que a degenerescéncia é independente de a e de T! Por exemplo,
tem-se gs = g(Es(a)) = g(Es(a’)), ete. Isto é capital nas demonstragdes de invariancia
adiabatica em Mecéanica Quantica. Por outro lado, também se admite que as temperaturas
consideradas a degenerescéncia de cada nivel de energia nao varia com a temperatura — o
que pode nao suceder para 1T elevado, etc.

(4.8)

A equagao de Schrédinger fornece uma expressao para 88%. Com efeito, derivando a

equagao

H(a)¥4(a) = Es(a)Vq(a) (4.9)
em ordem a a dé& SH 5T 5E P
v, H- $ = U, + E,- 5 4.1
oa * oa oa * oa (4.10)
Multiplicando por ¥¥ e integrando no espaco (das fases) vem entao
OH ov OE ov
/ “Ba T / " B0 " oa / a¥e T / da / “Ba
(411

tendo em conta a normalizagdo das funcoes de onda. Ora os dois integrais sao nulos. O
primeiro escreve-se

/ x 9% = (hermiticidade) = / 8; S HUY = / 8(5115 EV; = E, / 0 v (4.12)

Oa a

(que é o complexo conjugado do segundo) e este vem nulo pois que

1= /\P;‘(a)\lls(a) — (derivando em ordem a a) =

[ 0¥(a) . 0Vs(a) o B . 0¥
— 0= on U, (a) + / U¥(a) - B (hermiticidade) = 2 / vy Da
(4.13)

Em resumo, vem

0B, [ _,OH _ _ JOH
o _/\115 5, Vs = < 5 >(S) (4.14)
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(valor médio de %—Z no estado quantico caracterizado pela fungao de estado ¥y de energia
Es). Introduzindo este resultado na equagao acima, obtemos

10y 1 OH v—FEs\ | 1oy 1/0H\ mno_
" Xda R <aa>()gSeXp<_ N >_(') _Naa_N<8>_(")_
1oy 1
“Roa R

(4.15)

onde A designa a forca conjugada do parametro a'. O resto do célculo segue como no caso
classico. Derivamos agora em ordem a N a mesma condl(;ao de normalizacao.

a) — Ey(a)\ 248 — (¢ — E, _
O:ngexp<¢m’) Ey( )) e — (¢ E):laj_i(w_E)’ (4.16)

N N2 NON N2

op 1,
N (4.17)

Diferenciando esta expressao e introduzindo-a no préprio resultado, vem

d (&/’> _d(® - E)X — (¢ — E)d¥

ON N2
1 oY 8¢ — — 1oy _
(N(aNdN—i—aa dE) (¢ E)dN)lN< da dE> .
(4.18)
Substituindo g—tf pela expressao acima encontrada, vem
o\ = =
Nd <8N> = —dE + Ada . (4.19)

Tal como no caso classico, a identificacao das duas féormulas (4.17) e (4.19) com férmulas
idénticas da termodinamica,

o\ = - ovy
Nd (_8N> =dF — Ada <~ Td <_8T> =dF — Bdb (4.20a)
1 — o 1 oV
&(E—w)——@ e T(E—‘I’)——ﬁ (4.20b)
faz-se entao postulando que
N T (4.21a)
=0 . (4.21b)

'Em termodinamica fenomenoldgica designa-se por for¢a conjugada com um certo parametro b a derivada
%—Ig, vindo entdo para a variagdo da energia por efeito da variagdo db de b a expressao dH = %—I,;Idb = Bdb.
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Nota. E designa a energia de um sistema macroscopico em equilibrio, S a entropia, T
a temperatura, ¥ = E — T'S a energia livre, b um parametro qualquer caracterizando o
sistema e B a respectiva forca conjugada. Os resultados experimentais permitem concluir
que a proporcionalidade entre X e T' é estabelecida pela constante de Boltzmann. Donde a
expressao final da distribuicao canénica toma a forma

E; U — Fy
P, =Pr(F =E;) = Z lgsexp <_kT> = gs exp < T ) . (4.22)

“Podemos verificar que esta férmula é exacta se admitirmos que, sobre a in-
fluéncia de certas perturbacoes, a degenerescéncia desaparece visto que os niveis

se decompoem e neste caso esta férmula deve reduzir-se a Py = exp(%).”

Y. Terletski [3, p. 228]

A energia livre, entropia, a energia total e a soma de estados vém entao dadas por

UV—FE—TS=—kTlogZ , (4.23)
0 ov
ow L0
BE=W+TS=V-To = =kI* _logZ, (4.25)

Z=27Za,T)= ng exp <— E;é@) . (4.26)

Nota. O caso nao degenerescente obtém-se com gs = 1.

4.2 Sistema de particulas e distribuicao mais provavel
(candnica)

Seja um dado estado quantico, por exemplo, uma particula, a qual admite (quando isolada)
certos niveis discretos de energia €;. Supomos também que para cada nivel de energia
a particula se pode ainda encontrar em diferentes estados, havendo ao todo c¢; estados
correpondendo ao mesmo valor €; da energia. Esta é uma situacao tipica da Mecanica
Quantica, tal como acontece no caso da quantificacao dos niveis de energia no atomo de
hidrogénio: ' = Ep nons-

Consideremos agora um conjunto de N particulas idénticas a esta, em equilibrio a
temperatura 7. Assumimos que um estado “macroscépico” do conjunto de N particulas é
identificado pelo conhecimento do nimero n; de particulas que estao no nivel de energia
€¢;. Dada entao uma certa distribuicao macroscépica com n; particulas no nivel de energia
€5, a sua energia tem o valor £ =) nje;. Segue-se que a probabilidade desta distribuigao
(n1,ne,...) vem dada pela distribuigao canédnica,

Pr(ni,ng,...) =cte- g(E)exp (—é) , (4.27)

onde g(F) é o nimero de diferentes estados do sistema (conjunto de N particulas) apre-
sentando n; particulas no nivel €; — tendo naturalmente em conta a maneira como as n;
particulas de cada nivel se podem distribuir pelos c¢; estados possiveis desse nivel. Ora no
ambito da Mecanica Quantica cabe distinguir dois casos, apresentados a seguir.
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Estatistica de Bose—Einstein. As particulas as quais se aplica esta estatistica (ditas
bosoes) podem apresentar-se em qualquer nimero num dado estado. Segue-se que ¢; pode
tomar todos os valores 0,1,2, 3, ..., isto é, nao existe limitacao para o nimero de particulas
ocupando cada estado. Ora se um dado nivel de energia €; tem c; estados possiveis, entao o

numero de maneiras como as n; particulas se podem distribuir por esses c; estados é igual

a2

(nj +¢;—1)!

nj!(cj — 1)!
Considerando todos os niveis de energia, vem entao para o nimero de configuragoes corre-
spondente a uma coleccao de valores para os n;:

(nj+c¢;—1
g| E= anej g(ni,na,. .. H J cj—l)) . (4.28)
(¢
J

No que segue pretendemos entao determinar, dentre as distribuicoes possiveis das particulas

pelos seus niveis de energia (n1,ng,...), aquela que maximiza a probabilidade (4.27) (logo,
o seu logaritmo), com ¢g(F) dado pela expressao (4.28):

E n; +c; —1)! 1
Pr(ni,na,...) = cte- g(E)exp <_k:T> = cte - H(J'(J)') - exp —ﬁanEj
; ! !

Donde

I(ni,ng,ns,...) =logPr(ny,ng,...) =

1
=logcte + Zlog(nj +cj— 1) - Zlognj! - Zlog(cj -1l = T anej Y
J J J J

1
~log cte + Zlogj(nj +¢j)! — Zlognj! — Zlogcj! — k—Tanej =1~
J J J J

~logcte + > [(nj + ¢;)log(n; + ¢;) — (nj +¢;)] = Y _ [nlogn; —ny] Y [ejloge; — ¢;) —
' j j
1
T 2 =
J

—logcte—i—z nj + ¢;j)log(n; + ¢;)] Z njlogn;] — Z cjloge;] — T anej ,
J J J

(4.30)

onde utilizdmos a aproximacao de Stirling (1.354). Deve também notar-se que esta max-
imizacao é condicionada pelo “integral” do numero constante de particulas presente, ou

2Lembrar que o nimero de maneiras de distribuir M bolas por N caixas (eventualmente com repeticao)
é dado em Analise Combinatéria por

(M + N —1)!

WN M) = =
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seja,
Il(nl,ng,...)Ean:N:(:te. (431)
J

Nota. E claro que nas condigbes em que estamos a considerar o sistema (distribuigao)
. w )] — _ _ A A LTS

canénico, o “integral da energia” Ir(ni,na,...) = > ;nje; = B = cte nao é valido! (Com-

parar com a dedugao correspondente no caso microcanénico.)

As equacoes de Euler dao entao

ol I
0= _\oh _
ong ong
1 1 1
=log(ns+cs)+ (ns+cs) - —— — (logns+ng-— | —A-1— —es =
Ng + Cs Ng kT
1 (4.32)
=log(ns + cs) —logns — A — T = | =
Ng 1
=—log——— —A— —e=0.
O e + s KT
Isto é:
M ade (oo —
Ng + Cs
1 e—)\—kiTes

_a—-L __1
:}ns(l—e)\ kTES):CS-e kTES:>’n,s:CS-

_.
1 —e A rrSs

(4.33)

Em resumo, a distribuigdo mais provavel no caso da distribui¢do de Bose—Einstein (BE)

vem dada por
1

* m . (4.34)

Ns = Cs
O coeficiente A depende naturalmente dos niveis €; e da prépria distribuicao mais provavel.
Adiante designaremos este coeficiente por —%, pelo que a distribuicao de Bose—Einstein
toma a forma

Nns = Cs - (4.35)

€5 —

e kT —1

Estatistica de Fermi—Dirac. Neste caso cada nivel de energia pode quando muito estar
ocupado por uma particula. Para estas particulas (designadas por fermides) vem entao
cj = 0,1, ou seja, em cada nivel de energia €; as n; particulas repartem-se pelos c; estados,
mas sem repetigao (ndo é permitida a existéncia de duas particulas no mesmo estado). O
numero de maneiras como as n; particulas se podem distribuir por esses c; estados ¢ entao
igual a3

30 nimero de maneiras de distribuir M bolas por N caixas sem repeticio é dado em An4lise Combinatéria
por

N!
W(N,M) = MIN = M)
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Considerando todos os niveis de energia, vem entao para o niimero de configuragoes corre-
spondente a uma certa coleccao de valores para os n;:

c;!
g| E= g n;€; g(ni,ng,...) = | | — (4.36)
7 - njl(c; —nj)!

Resta apenas transpor aqui o raciocinio acima exposto para a distribuicao de Bose—Einstein.
Trata-se agora de determinar a distribuigao (n1,ne,ns,...) que maximiza

E

X
Pr(ni,ng,...) = cte- g(E) exp <_I<:T> = CteH n)( =
; g
J

1
J

Cj — nj).
(4.37)
ou, equivalentemente, o seu logaritmo

I(ni,n9,ns,...) =logPr(ny,ng,...) =
1
=log cte + Zlogcj! - Zlognj! - Zlog(cj —ng)! — T anej = |~
J J J J
~log cte + Z[cj logc; — ¢;] — Z[n] logn; —n;| — Z[(cj —n;)log(c; —nj) — (¢j — nj)]—
J J J
1
— k—Tanej ~
J

1
~log cte + Z[Cj log ¢;] — Z[nj log ;] — Z j)log(e; —nj)] — T Z njej
J J

J J

(4.38)
sempre com a condicao de conservacao do nimero N de particulas,
Il(nl,ng,...)Ean:N:cte . (439)
As equacgoOes de Euler tomam agora a forma
ol oI
0=—— — At =
Oong Ong
1 -1 1
—logns —ng - — — [ —log(es — ns) + (cs — ng) - —A1l——e =
Ng Cs — Mg kT (4.40)
1
= —logns + log(cs —ms) — A1 — T = | —
1
—1 A= e =0
8 Cs — Ng kTes
ou seja,
s N ns = (cs — ns)e_)‘_kTes —
Cs — N
A— .1 €s ) 1 e—A—ﬁés

kT Ss > Ng =Cg» ————— .
1 _’_ef)\fﬁes
(4.41)
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E fazendo, como acima se disse, A = —kiT, segue-se a forma final da distribuicdo mais
provavel no caso da distribui¢ao de Fermi-Dirac (FD):
1
Ng = Cg * Tean ¢ (442)
e wT +1

Ezercicio 16. Obter os mesmos resultados utilizando a distribuigdo microcandnica.

4.3 Aplicagoes da distribuicao candnica quantica

4.3.1 Oscilador harmodnico

O estudo deste sistema, ja abordado no fim da parte classica deste curso, pode agora fazer-se
de modo mais sistematico. Partindo da expressao do hamiltoniano classico de um oscilador
unidimensional com pulsagdo w = /K/m (massa m, forca f = —Kz, ¢ = x)

1 1 K
H(q,p)zﬁp%rif(q2 = q+aq5q+w2q=0 (4.43)

o cdlculo quantico [14, p. 166] permite concluir que os valores possiveis da energia sdo os
da forma

1
E:En:<n+2)-f}w, n=0,1,2,... . (4.44)

A soma de estados vem entao

(4.45)
—edir Y (en#F) = [t < 1] —eEiT _r
n 1—e ®T
Desta expressao de 7,
e_%
7 = — (4.46)
1—e &7
decorre todo o formalismo estatistico. Assim para a energia média
=1 a 8 hﬁk) hw
E=k1?L logz =k1? 2 (-9 (1— —*) -
W g los 2 =k 6T<2kT cetTe ™
hw hw
hw —e kT hw huw e T
<+2kT2 1— e ¥ <+kT2>> i 2 +1—e_%
(4.47)
Isto é*: Foo ho b Foo
E=+—+———=1=—"-coth—— . 4.48
Ty T I== reothg (4.48)

4A cotagente hiperbélica de z é dada por

coshz _e®+e® e 41 e —1+42 2
cothz = — = = — == -T“ )
sinhx e* —e™ 7 e2r _ ] o2z _ 1 o2 _ 1

|
[
—
+
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Figura 4.1: Variacdo da energia média do oscilador harmdnico com a temperatura.

Pode entao ver-se que para altas temperaturas ou baixas frequéncias (mais precisamente,
quando kT > hw), este valor médio da energia (quantica) coincide com o valor médio
fornecido pela teoria classica® (equiparticao):

hw hw hw
iy

E=+—+ ~

2 hw | 1 hw )2 +
[1+k—T+g(+k—T) +...}—1

= HRT KT . (4.49)

| &

Inversamente, se for kT < fuw (baixas temperaturas/altas frequéncias) vem

— Tuw hw hw
E=+4+—+—F— ~

—. 4.50
2 ot E 1 2 ( )

Para baixas temperturas, F nao depende portanto da temperatura, vindo entao nulo o calor
especifico:

Cy

QO
3

=0. (4.51)

4.3.2 Calor especifico do corpo sdlido

O melhoramento natural introduzido pela mecanica quantica (relativamente a mecéanica
cldssica) na teoria dos calores especificos consiste em adoptar o valor médio da energia do
oscilador quantico em vez do valor classico kT, mantendo todo o resto do raciocinio com
modos normais. Vem entao para a energia total de um sistema com N particulas (3N graus
de liberdade), em vez de E = 3N - kT,

— 3 3N hw
E=3N-E=+4+-Nw+———=! =Ey+ E|(T) . (4.52)
2 etrr — 1
Para baixas temperaturas, vem
3 3N hw
E~ -Nhw + — (4.53)
2 et ir

5Altas temperaturas correspondem a grandes amplitudes de vibracdo, que por sua vez correspondem a
grandes numeros quanticos, que por sua vez conduzem a fisica cldssica.
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donde

C, = gg = 3Nhw e 7 - <:;2> ——0, (4.54)
expressao que tende efectivamente para zero com 7T', em acordo com a experiéncia. Este
modelo, contudo, ndo da conta do facto experimental segundo o qual C, tende para zero
com T3 — ver problema 5 (pagina 210) sobre a teoria do calor especifico de Debye.

4.3.3 Espectro de frequéncias da radiacao electromagnética em equilibrio

Vimos no estudo cldssico (ndo quéantico) deste problema que o nimero de osciladores (em
que se decompoe o campo) com frequéncia compreendida entre v e v + dv é dado por

dN, = gfdy = [w =2mv| =
c

;/3w2dw =dN, (4.55)
T2

(V é o volume do recipiente). Mantemos entao a estrutura do modelo, com a tnica diferenga
de atribuirmos a energia média de cada oscilador nao o valor cldssico k7" (conducente a lei de
Rayleigh), mas o valor quantico acima encontrado. Em consequéncia temos para a energia
do campo no intervalo de pulsacao entre w e w + dw,

v, hw R
Ewdw = de . Ew == 7T2C3u} dw - (2 + W) . (456)

Para valores elevados da temperatura, ou para baixas frequéncias (isto é, para kT > hw)
esta férmula reduz-se & de Rayleigh:

hw hw
Ewdw:%uﬂdw- 7—1— RNV ~
(1+&+i0)+.) -1 s
Vo5 hw  hw Vo,
zwwdw-<2+%>:7ﬂcgwdw-kT.

No caso oposto, kT < hw, obtemos (a menos de um termo residual, independente da
temperatural) a lei de Wien, valida na regiao das altas frequéncias:

hw hw
FE,dw = Z3w2dw-<—|—m> ~
e 2 erf —1 (4.58)
Vi hw — hw'\ _ RV 5 he '
ZWW dw<2+eZ;i>ZEO+7TQC3w ekTdw .

Integrando sobre todas as frequéncias (e tomando apenas a parte nao residual!) a férmula
de Planck permite obter a lei de Stefan—Boltzmann sobre a energia total por unidade de
volume:

FE 1 h 7 w3 wrH— s
Vv V(/) v m2c3 _/O e-&-% -1 “ |: % = 5:|

(4.59)
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Rayleigh

Planck
Wien

o

Figura 4.2: Grdficos das diferentes leis de varia¢do da energia com a frequéncia da radia¢do
electromagnética.

Ezxercicio 17. Quanto ao integral do ultimo membro, procedemos da seguinte maneira.

_ — _ 1 e’ — _
6(0,+oo):>e5<1:>ngo(e S)nzl—e—s = = e8_1:Ze n

(4.60)

o
=e °- Z e . (4.61)
n=0

Introduzindo esta expressao no integral, vem

o a8, —sn _ . —s(s+1) —
/ - = /s e Ze ds /s Ze ds
s=0 s=0 n=0 n=0

donde

s=0
o0 o) 00 [o¢]
:[jzn+1]:/s3~ Ze_sj ds =! 22/53-6_5968. (4.62)
s=0 J=1 =129
Ora tem-se (integrando por partes)
0o . 0o 00
/ §3. e %ds = [e } ° - 3s%ds = § / e . $2ds =
s=0 s=0 ]s=0
oo
3 —sj §=00 —sj
=(integrando por partes) = +— [e - 32] — / ¢ — . 2s5ds p =
J —J s=0 —J
s=0
6 oo
=7 / ~%J . sds = (integrando por partes) =
6 : [ e 6 [ . 6 [e]"™™ 6
=5 / ~ds zs/e_sjds:,g[ ] =
5=0 J J 5=0 J I Js=0
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Introduzindo na expressdo acima®,

eS —_
s=0
donde a forma final da lei de Stefan—Boltzmann:

E A (KT\*
V" Tna <h> : (4.65)

Nota. Naturalmente, em tudo o que precede fizemos abstraccao do termo residual da lei de
Planck. Se este fosse incluido nas integragoes, os valores finais iriam divergir!

oo
1
=6- J; 7 (série de Fourier) = g—o =15 (4.64)

4.4 Sistema de particulas idénticas em Mecanica Quantica

Seja um conjunto de particulas idénticas, isto é, que reagem todas da mesma maneira as
accoes externas. Tém, portanto, em particular, as mesmas constantes fisicas caracteristicas
— massa, carga eléctrica, spin, etc. Para simplificar designaremos por ¢ o conjunto das
coordenadas da particula nimero k. Supondo a existéncia de um campo exterior derivando
de potencial, V(z,y, z,t), a particula k terd a energia potencial V (g, t). Quanto & energia
de interaccao entre as particulas, funcao exclusiva da distancia entre as particulas, terd a
forma,

N

> UG, d) ZU |G- — @il) (4.66)
r,s=1 r,s=1

r#s r;és

onde U é uma certa fungdo das coordenadas de duas particulas. A energia total do conjunto
de N particulas vem entao

N N N
L 5
k=1 k=1 r,s=1
donde o operador hamiltoniano (sendo p = —ih 8qk) é
N _h2
H:Z|:27nA()+qu, :|+ZUQT7QS ; (4.68)
k=1 r#S
em que
0? 0? 0?
A
(k) = 82+8y2+82

designa o laplaciano nas coordenadas qp. Em Mecanica Quantica admite-se que a identi-
dade das particulas se deve traduzir pela indiferenca nas previsoes da teoria relativamente
a troca das coordenadas de qualquer par de particulas. Em consequéncia, a expressao

SVer a teoria das séries de Fourier — por exemplo, no curso de Métodos Mateméticos da Fisica I.
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do hamiltoniano deve permanecer insensivel a estas trocas — o que é alids patente nas
expressoes anteriores:

H(Ql?'"7Q7’7"'7QS7"'7QN) :H(q17"'7QS7'"aQ'I"7"'7QN) . (469)
Cabe entao definir o seguinte.

Defini¢ao 4.1 (operador de troca). E o operador P,4 tal que, para as duas particulas
r e s, verifica

Prsf(qla---7qTa---7QS,---7qN):f(qla---qua--';qra--qu) * (4’70)

Ezercicio 18. E imediato verificar que P, é linear e hermitico.

Ezercicio 19. Também é imediato verificar que P,; comuta com qualquer operador que
permaneca insensivel a troca das coordenadas de qualquer par de particulas o que é, como
dissemos acima, o caso do hamiltoniano:

P.sH=HP,.s Vr,s. (4.71)
Segue-se imediatamente que se ¥(q1,...,qr, ..., s, ---,qn) € solugdo da equagao de Schro-
dinger para o sistema de particulas, ¥U(qi,...,¢s,...,¢r,...,qn) também o sera.

Demonstragao.

H(QL---aqu--,(Im---aQN)‘I’((h,-~-»an-~-aQr,~~-»QN,t):

., 0
:1ha‘1’(917-~-,95a--~aQr7-~~,(JN,t) -

= H(q1, -, qss - sGry e s ON)PrsU(q1y - oy sy e ey Gry oo qN,E) = |
:PrsH(CJl,---,qs,~--,qr,---,C_IN)\IJ(QI,~--7Q5,-~,qT,~--7QN7t): l:
t)

0
= P’I“Slhaqj(ql) ey Gsye oy Qpry. .o s 4dN, — (472)
o d
:1haPm\I’(q1,...,qs,...,qr,...,qN,t),

peloque PrsU(q1, ..., qsy- -y Gry---,qn, t) é também solugao da equagao de Schrodinger. [

Dado portanto um certo estado do sistema, descrito por uma certa funcao ¥(qi, ..., ¢,
.y Qs,---,t), qualquer funcdo que se obtenha desta por troca de um par qualquer de
particulas é também solugao. Temos assim N! fungoes obtidas de U(q1,...,qr, ... sy ... 1)

por permutacao das N particulas, todas elas solucao da equacao de Schrodinger. Ora, como
consequéncia da indiscernibilidade das particulas’, a Mecanica Quantica afirma que esses
N! estados (do sistema de N particulas) nao se distinguem, ou seja:

Proposicao 4.1. Num conjunto de N particulas idénticas so se realizam os estados que
ndo sao alterados por uma troca das coordenadas de quaisquer particulas. Em particular,
a probabilidade para que a medida de uma certa grandeza, realizada sobre o sistema de N
particulas, dé um certo valor, nao € alterada se as coordenadas das particulas forem trocadas
entre st.

"Cf., por exemplo, o livro de Blokhintsev [14, p. 464 e seg.].
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Pode contudo ir-se mais além na especificacao das propriedades destes estados, e ver
imediatamente que os estados possiveis de um conjunto de N particulas sao traduzidos por
fungoes de apenas dois tipos:

e as fungoes simétricas, que nao sao alteradas por troca de coordenadas de quaisquer
particulas; e

e as funcoes anti-simétricas, que mudam de sinal numa troca de coordenadas de quai-
quer particulas.

Com efeito, se as fungoes U(...,qr, .-, qsy---,t) € V(oo @ryevyqsy--oyt) = Prs¥(.. ., qr,
-y s, ..., 1) descrevem o mesmo estado, tém de diferir por uma constante multiplicativa:

PrsW(eooyGryeeosGsy s t) =SV Gy sy st) .

Ora esta é a equacao aos valores proprios do operador P, o qual, como se disse, é hermitico
(logo tem valores préprios reais). Vem entao, aplicando de novo P,

PZU( o oy Gsy s t) EAPT( Gy Gy ) =

(4.73)
=N g sy t)

Mas como a aplicagao por duas vezes do operador de troca reconstitui a funcao inicial, vem
que X2 =1 = \ = +1.

Por outro lado, é também claro que nao podem existir funcoes de onda para o conjunto
de particulas que seja simétricas para certas particulas do sistema e anti-simétricas para as
restantes e inversamente.

Demonstragcao. Com efeito, se ¥ é simétrica para todos os pares de particulas com excepcao
de um certo par r’, s’, par o qual é anti-simétrico, é evidente que se pode realizar a troca de
r’ com s’ recorrendo apenas a trocas com pares de particulas simétricas, deixando sempre
a funcao invariante, o que resulta em contradicgao. O

Acresce que estes dois tipos de estados possiveis sdo rigorosamente separados, isto é:
na sua evolugdo ao longo do tempo segundo a equacao de Schrédinger, nao existe qualquer
possibilidade de um estado simétrico mudar para um estado anti-simétrico ou inversamente.
Por outras palavras, uma funcao de estado de um sistema de particulas idénticas que é
simétrico num dado instante, continuard indefinidamente simétrico ao longo do tempo.

Demonstracao. Para o vermos, basta provar que se assim for num dado instante ¢, o mesmo
sucedera no instante imediatamente contiguo ¢ + d¢t. Com efeito,

1
HT = ih%\lf — W(t+dt) ~ U(t) + %\IJ b= | =W(t) + dt HY (4.74)

E supondo que ¥(t) é anti-simétrica, W(¢ + dt) também o serd, pois que
PrsH(r, s)¥(r,s) = H(s,r)¥(s,r) = | = H(s,r)¥(s,r) = | =H(s,7)(=¥(s,r)) . (4.75)

O]
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Em resumo: temos apenas dois casos possiveis para uma funcao de onda de um conjunto

de particulas idénticas, a saber, as func¢oes V(... qr,...,¢s,...,t) tais que
PrsW(eooyGryeeoslsyeost) =U(ci QsyeeyGry... t) =
A g Gs,y oo, t) (simétrica) (4.76)
—U(....qry.-yqsy...,t) (anti-simétrica) 7

para todos os r,s = 1,2,..., N.

Resta ainda o problema de saber quais os tipos de particulas que sao descritas por
funcoes de estado simétricas e quais os que o sdo por funcgoes de estado anti-simétricas. A
resposta a esta questao foi dada por certos resultados experimentais e tem a ver com o spin
das particulas.

e Para particulas de spin inteiro (com valores iguais a multiplos inteiros de h: s = nh,
comn =0,1,2,...) tem-se sempre estado simétrico. Sao os chamados bosoes — fotao
(spin 1), mesao m, mesdo K, etc.

e Para particulas de spin semi-inteiro (com valores iguais a multiplos semi-inteiros de h:
§ = 2”;1 h,comn =0,1,2,...) tem-se sempre estado anti-simétrico. Sao os chamados

fermidoes — electrao, protao, neutrao, neutrino, etc.

4.5 Funcao de onda de um conjunto de fermioes

Comecgamos por considerar o caso de dois fermides. A fungéo de onda do sistema for-
mado pela duas particulas muda de sinal com a troca das suas coordenadas: ¥(q1,q2) =
—W(q2,q1). Escrevendo entao essa fungao de onda utilizando a base dos produtos de fungoes
de onda 1y, (g;) associadas a cada um dos fermides de varidveis g;, vem

QIa q2,1 Z Cnlng %1 <QI)¢n2 (Q2) . (4-77)
ni,ng
Segue-se que a igualdade acima se escreve

Z Cmnz wm (Q1)¢n2 QQ Z Cn1n2 wnl (QQ)lan (ql) =

ni,n2 ni,n2

=(troca de indices mudos) = — Z Cnoyng (1) Vny (G2)Un, (q1) -

ni,n2

(4.78)

Comparando as expressoes dos primeiro e iltimo membros, e tendo em conta que o que
precede deve ser valido para todo o W, conclui-se que

cnlnz == _Cn2n1 . (479)

Em particular, tem-se que

Proposicao 4.2 (principio de Pauli). Dois fermides nao podem estar no mesmo estado,
ou seja,
Cning = 0. (480)



Capitulo 4. Fisica Estatistica Qudntica 155

Os resultados anteriores generalizam-se para um numero qualquer de particulas.

Ezercicio 20. Demonstrar o principio de Pauli para um sistema de N fermices.
Como a fungao de onda de um conjunto de N fermides muda de sinal com a troca (permuta)
de quaisquer duas particulas, vem

U(qryeeosGryeeesGsye) = —=U(q1y ey GryeevyQsyens) (4.81)

Escrevemos entao essa funcao de onda utilizando a base dos produtos de func¢oes de onda
¥n,(¢;) associadas a cada um dos fermides de varidveis g;:

W(Qla'-'v(b‘a"'aQSa'-'>QN) =
= Z Cnyi..np..ns..ny wnl (Q1) .. -wnr (%") cee ¢ns (QS) .. -¢nN (QN) . (482)

MN1yeeesNpyeeey
Mgy, NN

Segue-se para a igualdade anterior

Z Cni..np..ng..yN T;Z)nl (QI) ce ¢nr (QT) ce wns ((Is) ce Ql)m\f (QN) =

] ooy yeeny
ey Nyt s MN

= - Z Cni..np..ns..ny wnl (QI) ce. wn»,»(QS) . 1/%3 (QT’) cee wnN (QN) (483)

N1y Mpyeesy
ooyl g, AN

e trocando no somatorio do segundo membro os indices mudos n, e ng obtemos

Z Cny..np..ns..nN lbm (QI) .. @/}nr (QT) . ¢ns (QS) . wnN (QN) = (equa(;éo (4~83)) =

ML yeeesTlpyeney
ceoTlsye o UN

= - Z Cnyong.ompemy * Vn (@)« Ung(gs) - P, (@) -+ ny (an) =

N1yeeesMopyeesy
Ny N

= — Z Cny..ns..np..ny * ¢n1 (QI) ce wnr((h) . . -wns (QS) ce ¢nN (QN) .

ML yeeeyMpgenny
coNsye N

(4.84)

Comparando entao com a expressao do primeiro membro e tendo em conta que o que
precede deve ser vélido para todo o ¥, conclui-se que

Cny..np..ns..ny — Cni.ng..ne..nn (485)

que é a forma pretendida do principio de Pauli. Em particular, tem-se

Cnl...nT...nr...nN = 0 ) (486)

que exprime a impossibilidade de dois quaisquer fermioes do conjunto estarem no mesmo
estado.

Ezercicio 21. Determinar a forma da funcao de onda para um sistema de trés fermioes.
Utilizando a notagao (e as conclusoes) do exercicio anterior, temos

U(q1,92,q3) = Z Cryngng ¥y (91)¥ns (42)1ns (g3) - (4.87)

n1,n2,n3
todos #s
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Tendo em conta os valores possiveis dos trés indices o somatério reparte-se em seis so-
matoérios da forma seguinte:

U(q1, g2, q3) = (equagdo (4.87)) =
— Z Cn1n2n31/}n1 (@h)l/]nz (‘D)@bn:& (Q3) + Z Cnan’/ngnl (Q1)1/1n2 (q2)1/Jn3 (Q3)+

ni<na<ns nip<nz<ng

+ Z Cringns ¥y (1) ¥ns (02)¥ns (g3) + Z Crinang¥ny (41)¥n2 (¢2)¥n, (g3)+

na<ni<ns ny<ni<ng

+ Z Cn1n2n3'¢n1 (ql)wnz (Q2)¢n3 (Q3> + Z Cninons wﬂq (QI)¢n2 (Q2)wn3 (QS) .

na<ng<ni ng<na<ni

(4.88)

Procedendo entao a trocas adequadas dos indices mudos em cada um dos somatdérios (de
modo a vir n; < ng < ng em todos eles!), vem

Y (q1,q2,q93) = (equacdo (4.88)) =
- Z Cn1n2n3¢n1 (q1)¢n2 (Q2)7,Z)n3 (q?,) + Z Cningny wnl (Q1)¢n3 (Q2)wn2 (QS)+

ni<na<ns ni<nza<nsg
+ Z cn2n1n3¢nz (Q1)T/Jn1 ((I2)7/)n3 (Q3) + ...
ni<na<ns

(4.89)

E utilizando a férmula (4.85) para levar todos os coeficientes & mesma forma ¢, nyns,

U (q1,q2,q3) = (equacao (4.89)) =
N Z Cmnzn:ﬂ/)nl (‘h)wng (Q2)¢n3 (Q3) o Z Cninang %1 (QI)wns (‘D)d’nz (Q3)_

n1<nz<ns ni<nz<ns
B Z Cringns¥ny (q1)Vn, (q2)Vns(q3) + ... =
ni<nao<ns
= Z Cninang Wm ((h)wnz (QQ)¢n3 (Q3) — wnl (q1)¢n3 (q2)1/;n2 (QS)_
ni<na<ns

= Vna (1)1 (@2)8ns(3) + - ] = () = (1) =

Vo (@1) Yno(@1)  ¥ng(qr)

= D Counons |V (22) Una(@2) Ung(a2)

n1<nz<ng 1/1n1(Q3) 1/}712(6,[3) wng(QS)
(4.90)

A generalizagdo para N fermides é imediata e vem

Uy (QI) (2 (Q1) o Yny ((h)
Z (I (QQ) wnz.((ﬁ) ’ %N;(%)

Cnyng..ny (t)
n1<ng<..<ny : :

bunan) ma(an) - oy (an)

\I/(Q1,QQ,...,QN,t) =

(4.91)
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Tendo presente a definicao de determinante, esta expressao pode ainda escrever-se

N!
W(Qla q2,---,4N, t) - Z Cnins..ny (t) Z(i)Pan (ql)wng (QQ) e ¢nN (QN) ’ (492)
np<n2<..<ny P

onde o somatorio em P se faz sobre todas as N! permutagoes dos N argumentos ¢, tomando-
se o sinal + ou — consoante a ordem desses argumentos na permutagao considerada se
obtenha da ordem-“base” qi,qo,...,qn por meio de um nimero par ou impar de trocas
(binarias).

Consideremos de novo o caso de um sistema formado por dois fermioes, cuja funcao de
onda tem a forma geral

Yoy (1) Pny(q1)

\IJ(QhQQ?t): Z cTLan(t) 7/}111((]2) 7/}712((]2)

ni<ng

: (4.93)

onde o0s p,(q;) designam as fungdes préprias (estados estacionarios) de cada fermido
tomado isoladamente. Considerando o caso particular em que a interaccao entre os dois
se pode desprezar, entdao o estado de cada um deles vem traduzido por uma dessas fungoes,
nao se encontrando perturbado pelo estado do outro. Como tal, o fermidao 1 estard num
certo estado n) e o fermido estard num estado n}. Segue-se que na expressao de ¥(qi, g2, 1)
todos os coeficientes ¢ serdo nulos com excepcao de ny = nf e ng = nf, e a funcdo de onda
do sistema toma a forma

(U (ql) Uy (QI)
U(q1,q2) = iy | 1 2 (4.94)
M2 | (a2) Yy (02)
E, incorporando a constante ¢, ,,; na expressao das fun¢oes (normadas) ¢n,(q;),
U(q1,q2) = Z(i)Pwnl (q1)¥n, (q2) - (4.95)

P

Sempre no caso de ndo existéncia de interaccdo, a generalizacao para N fermides da, nat-
uralmente,

U(q1,q2, -, an) = Y (£) Py (41)¥ny(g2) - - Yy (an) - (4.96)

P

4.6 Funcao de onda de um conjunto de bosoes

Consideramos agora um sistema de N bosoes, e escrevemos a fungao de onda desse sistema
na base dos produtos de fungdes de onda v, (g;) associadas a cada um dos bosoes (isolados)
de variaveis g;,

\Il(qla“'vq?“a"'aQSa“'an) =
= Z Cny..np..ns..ny ° wnl (QI) ce wnr (QT) cee wns (QS) . . -wnN (QN) . (4~97)

MN1yeeesNpyeeey
e Tl yee ey AN
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Sabemos que a troca dos argumentos de dois quaisquer dos N bosoes, g, e ¢s, deixa inal-
terada a funcdo de onda do sistema:

U(qryeeesGryenesQssoesGN) = Y(q1y - oy GsyevsQryee ey qN) (4.98)

ou seja,

Z Cni..np..ns..nN ° wnl (Q1) ce wny-(QT) cee wns (QS) o 7anN (QN) =

N1y Mpyeeny

sy AN
- Z Cnyonmgmy P (ql) oo Un, (%) c Yng (g) c Yny (CJN) - [nr - nS] B

N yeees gy

e (4.99)
= Z Cny..ng..np..mpy wnl (QI) cee wns (QS> e wnr (QT) e 1/}711\7 <QN) .

N1yeesMpryeney

sy UN

Subtraindo o primeiro e ultimo membros, vem

Z [Cn1...n,«...ns...nN - Cnl...ns...nr..AnN] : lbm (Q1) ce. l/}nr (QT) ce. wns (QS) ce wnN (QN) =0.

L yeeey M geney
sy s N

(4.100)
E como os produtos dos 1y, (g;) constituem uma base, tem-se que

Cny..np..ns..ny — Cni.ns..ne.ny - (4101)

Podemos agora retomar a dedugao acima exposta para uma fun¢ao de onda de um sistema
de fermidGes. A tnica diferenca é que agora a troca dos argumentos de quaisquer duas
particulas nao é acompanhada de qualquer troca de sinal para a funcdo de onda. Em
consequéncia, na expressao final a que agora se chega as permutagoes nao vém afectadas
de + ou —, mas sao todas do mesmo sinal +:

(g1, iGN D) = D Capmgeony (8) D ()P, (1) ¥y (q2) - oy (gn) -

n1,M2,....,n N P
(4.102)
E no caso de se desprezar a interacgao, vem
\Ij(qla ey lry ooy (Qsy . 7(]N) == Z(+)P¢n1 (ql)d]nz (Q2) ce T/JnN(QN) P (4103)

P

onde o somatorio designa a soma sobre todas as ! permutacoes das coordenadas das
particulas.

4.7 Energia de um sistema de particulas em fraca interaccao

Tendo em conta as férmulas que precedem, passamos a determinar a probabilidade para
que um conjunto de N particulas idénticas em equilibrio a temperatura T" tenham um certo

valor
E=E,= Z Ns€s
S
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da sua energia total (ns designa o nimero de particulas que tém a sua energia igual a €5).
Para isso utilisamos a expressao da distribuicao candnica

U — > nges

Pr(FE = Ej) = g - exp # (4.104)

ou, no caso de o reservatério total de particulas nao ser constante (sistema em contacto
com um “reservatério” de particulas do mesmo tipo), a distribuigdo gran-candnica

) Q4+ puN — > nses
Pr(E = By, N) = 17 - 91 - oxp kTS :

(4.105)

sendo

N:ZnS e Ek:Znses.
S S

Naturalmente que a expressao da probabilidade varia consoante as hipoteses utilizadas,
nomeadamente, a invariabilidade do ndmero total de particulas (donde a distribuigao
candnica ou gran-canonica), a indiscernibilidade das particulas, as propriedades de simetria
da func@o de onda do sistema total (estados simétricos ou anti-simétricos, relacionados com
os valores do spin), etc.

Nota. No que segue, e por razoes de maior generalidade, consideraremos quase sempre a
distribuigao gran-canénica. Convém a este propdsito ter presentes as relagoes fundamentais
deduzidas em Fisica Estatistica Classica sobre a distribui¢ao, nomeadamente as formulas

Q=0_—Nu, (4.1062)
— o2
N=—— 4.106b
8/,L ? ( )
o9

Comecemos por considerar o caso cldssico, em que nao ha qualquer tipo de consideracao
sobre a simetria do sistem total. Se admitirmos que as particulas sdo discerniveis, entao
qualquer troca (e, por consequéncia, qualquer permutacao) das coordenadas das particulas
componentes originard uma situacao distinta para o conjunto. Haverd entdao no total N!
estados possiveis diferentes todos com a mesma energia E = E,, pelo que tal seria o valor
de gs.

Se, pelo contrario, as particulas sao supostas indiscerniveis, entao de cada uma delas
apenas podemos afirmar o valor ¢, da sua energia, mas nao individualizd-la de entre as
ng particulas que tém igualmente esse valor da energia. Segue-se que qualquer troca (ou
permutagao) que afecte as coordenadas de quaisquer particulas dentro desse nivel (isto
é, que tenham o mesmo valor €; da energia) nao origina um novo estado para o sistema
total. Resulta daqui que para obter gi (nimero de estados do sistema com o mesmo valor
E = FE}, da energia total) hé que dividir N! pelas permutagoes “no interior” de cada nimero
de ocupacao, ou seja:

N!
N n1!n2! e '



160 Fisica EsTATISTICA ¢ José Vassalo Pereira

Donde:
N U — > nges
Pr(ny,ng,...) = ol exp k‘sT 5N,§ - (4.107)
) Q+ pN = nses . Q4> (1— €s)ns
Primonz ) =yl O TR | Tt | W
(4.108)

O factor em § presente na expressao (4.107) da distribui¢ao candnica serve para traduzir a
constancia de N, tornando nula a probabilidade de um estado em que > ng # N.

S
Passando ao caso quantico, tém agora cabimento as consideracoes de simetria sobre
o sistema de particulas as quais, como se disse, sao de dois tipos distintos — bosoes
ou fermides. Para os primeiros, ndo ha qualquer limite para os valores dos numeros de
ocupagao: ns = 0,1,2,.... Para os segundos tem-se como valores possiveis apenas ns = 0, 1.
Como acima se viu, tal implica para a funcao de onda do sistema total as formas simétrica
e anti-simétrica, respectivamente:

> Phn,tny - (4.109)
P

> P Uy - (4.110)
P

Qualquer troca de coordenadas das particulas operada nestas expressoes deixa-as invari-
antes: a indescernibilidade ja estd assim assegurada & partida, nao se tornando necessaria
a divisao por N! ao utilizar a distribuigdo gran-canénica. Ha portanto um s6 estado para o
sistema total com a energia total £ = Ej, descrito pela funcao de onda (4.109) ou (4.110),
donde g = 1 em ambos os casos. Mais precisamente, para o caso (4.109) a distribuicao
canénica tem a mesma forma que no caso cldssico (ver acima), agora com g = 1

U — > nges
S

Pr(ny,ng,...) = exp T ONS ny » (4.111)

Q4+ uN — > nses
kT

Pr(ni,no,...) =exp (4.112)

(que sdo, respectivamente, as distribui¢coes de Bose-Einstein canénica e gran-candnica).
Contudo, no caso (4.110), hd que ter em conta o principio de Pauli, que proibe um nivel
de ocupacao superior a 1 em qualquer nivel de energia ¢;. Quando tal nao acontecer, vem
gr = 0. Ora uma maneira simples de traduzir esta imposi¢do consiste em multiplicar as
distribuigoes de Bose (expressoes (4.111) e (4.112)) pelo factor

N
H ((SO,nS + 51,715) .

s=1



Capitulo 4. Fisica Estatistica Quantica 161

Donde, para a distribui¢ao (4.110) de Fermi-Dirac nos formalismos candénico e gran-canénico
tem-se, respectivamente,

U — > nges
Pr(ni, ng,...) = exp k% NS nees * || (Goms +01ns) (4.113)

Q4+ uN — > nses
T . H (50,,15 + 51,n5) . (4.114)

S

Pr(ny,ng,...) = exp

Os trés tipos de estatistica podem, alids, resumir-se do seguinte modo (e considerando
apenas o caso mais geral da distribuicao gran-canénica, ja que o caso de um sistema material
isolado se pode obter fazendo p = 0):

Q+ ZS:(M — €5)Ns

Pr(ni, no,...) =V(ni,na,...) - exp T , (4.115a)
em que
( 1 JAssi
e (cléssico)
V(ni,ng,...) =<1 (BE) : (4.115b)

H(‘;O,ns + 51,715) (FD)

S

4.8 Aplicagao do formalismo geral. Resultados fundamentais

Um artificio de calculo muito 1til para o que se segue consiste em fazer nas féormulas
anteriores p = ps (ou seja, supomos que no somatério presente no exponencial, 1 nao é o
mesmo para todo o s), e tomar, no final dos célculos, todos esses ps iguais ao valor comum
do potencial u do inicio. Partimos assim de

Q4> (s — €5)ns

Pr(ni,ng,...) =V(ni, ng,...) - exp =

kT
todos os pus = p
4.116
> (s — €5)ns ( )
EZéé -V(n1,ne,...) - exp Sk—T ,
todos os ps = p
com

Q= —kTlog Zgc . (4.117)

Da condicdo de normalizagao, vem que

k% Z(MS‘GS)TLS
S

1= > Pr(n,ng,...) = Z= > V(n,ny,...)-e , (4.118)

n1,N2,... n1,N2,...
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donde
07z o > (s—es)ns n 1
z7h. 2=z Yy T L= 4.119
o1 % (n)-e i R ( )
Temos portanto que
1 907 0 o0
mi=kT — — = —(kTlog Z) = | = ——— . 4.120

Fazendo entao, como se disse, todos os p; = u, vem a férmula pretendida para o valor
médio do ntimero de ocupagao j, isto é, o nimero médio do nimero de ocupagao j, isto é,
o nimero médio de particulas com energia €;,

;= [_39] . (4.121)
a'u] Hj=H

Comparar com a férmula de termodinamica cléssica (ver adiante)

o0

N=——.
op

Temos portanto de calcular para cada um dos trés tipos de estatistica a expressao de €2 (ou

. e .
equivalentemente, de Z = e~ #7). Comegando pelo caso classico, vem

. —€s)Ns L s—€s )Ns
Z: Z V(n]‘?nQ,...)'ekT;(H' ) :l :Z;elﬂﬂg(u ) :‘ =

nilne! ...
n1,n2;... (n) 172

eﬁ(us%s))

_ H %eﬁ(ures)ns _ H Z <ns' . (4.122)

(n) s s ne=1,2,...
ou seja,
Z = Hexp <exp Hs — 68) . (4.123)
; kT
Segue-se que
Q=kTlogZ = —kT logl?[exp <exp Msk;65> , (4.124)
donde
Q= —kT; exp ,usk;ﬁs , (4.125)
pelo que
gf}j = —kT - exp “jk;ej % . (4.126)

O método acima referido da-nos entao a ocupacao média,

— €

__ 8@] 1
n,=|—— = exp . 4.127
! [ T kT 4127)
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Passando ao caso da distribuicao de Bose—Einstein, temos

S Vg, ma, ) e TN L g A e ZH( )

ni,ng,... (n)
L (s—es > 0
_gns;& < rr (1 )) [|a <l = ;a = ] Hl— %us_%) 5
(4.128)
donde

Z = H + : (4.129)

1— eﬁ(ﬂs_ﬂs)

O =—kTlogZ =|= —i—kTZlog (1 - e%ws—%)) . (4.130)
Vem entao L :
o0 —eRT \Hi™€ 1
—=kT —— — . 4.131
op;j 1— e%(w—ﬁj) kT ( )
Aplicando o método acima descrito, obtemos entao
1
0 77 (h—€5) 1
nj = [_8] == : (4.132)
I wi=p 1— err(=G)  err(G—r) 1

Finalmente, para o caso da distribuicao de Fermi—dirac, vem

3" V(.. e Fr e | S T Gosn. + G10.) - QFT Sl

n1,n2,.. (n) s
Z ]‘_[ekT(/’Lg 69 Ns H Z % 'U‘S_eg s — H (1 _f_eﬁ(/is—ﬂs)) ,
ns=0,1 s s ng=0,1 s
(4.133)
donde as férmulas
z=1] (1 + eﬁ%—ﬁs)) 7 (4.134)
Q= —kTlogZ = kT Y log (1 + eﬁ(ﬂs*@) . (4.135)
s=1,2,...
Segue-se que
1
Q prlti=a) ] 1
o et L (4.136)
('?Iu,j 1 + eﬁ(ﬂj—ﬁj) kT eﬁ(ej—ﬂj) + 1

donde, pelo processo acima seguido,

o0 1
;= {—} = . (4.137)
Buj jr— e;TT(Q—M) +1
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Resumindo, temos

5 e T (classico)
Q
N |: 8//6] :| lu 1 ( BE ) ( )
€5 —u FD
e kT F1

ou ainda, explicitando a expressao dos niveis de energia,

+ET logny (classico)

p— €5 = . (4.139)
1:|:n BE
~kTlog 57 (FF)
Como é evidente, as duas distribuicdes — Bose-Einstein (BE) e Fermi-Dirac (FD) —
’ . €5—
reduzem-se ao caso cldssico para 'Z‘T“ > 1:
1 1
n; = n; 4.140
" (}]?]]%> eLT(GJ Hs) F 1 ekT (&5 —1) " (cldssico) * ( )
Referimos também as expressoes (4.125), (4.130) e (4.135) de Q quando todos os pj = p.
—kT Z exp kTes (cléssico)
0= . (4.141)

kTS log (1 o eﬁ(ufes)) (gg)

Em consequéncia de (4.138), vem para o valor médio da energia total e do nimero total de
particulas:

> e T (classico)
N_Z - -1 (BE) : (4.142)
J €1 FD

J e kT F1

e
NTE e " (cléssico)

E= Z =12 <BE> : (4.143)

FD

Alids, partindo de (4.141) e utilizando (4.142), é imediato ver que se tem (agora com todos
oS pis = 1)
N=__"" (4.144)

Finalmente, utilizando (4.141) e a férmula (4.106¢), obtemos no caso cldssico

S(cléssico) = g;z—, — = ( kTZe kT ) —
——I—kZe R +kTZe T <_ e > =|= _|_an8 ZM_GS T =

—-i-k:Zns—'uZns—i- Zesns +kN——N+TF

(4.145)
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ou seja, B
[ 7N DI
S(Cléssico) =+ ( - T) N+ T (4146)
E comparando com férmula
E-Vv E—-(E-TS)
S = = 4.147
- - (4.147)
tirada da termodinamica, vem
U = (classico) = (u — kT)N (4.148)

donde, tendo em conta que ¥ =  + Ny, se obtém a relagdo Q = —kTN (cldssico) — o
que decorre efectivamente de (4.141) e (4.142).

De notar que a expressao sublinhada em (4.145) permite dar ainda outra forma a ex-
pressao da entropia em funcao dos nimeros de ocupacao:

— €g M — €s
S(cléssmo =+ kZexp +kTZeXp kT ’ (_ kT2 > -

=+ kZexp - kZexp : (“k_TGS) = (4.149)
:+k2ni—k2ni-logn7,

isto €,
S(cléssico) = 7]{:27178 10g7’Ts+ kZZTTS . (4150)
s s

Para as distribuicoes de Bose—Einstein e de Fermi—Dirac vem

ng)zv—ggzz ££1<1MT§:kg( ;x%&w—@0> _

i (h—es) _
— Do (1ot war Y T (g

) B (4.151)

s 1 ekT (n=es)
::Fk'ZIOg (1mpeﬁ(“_es)> — l Z(u — 63)1; =|]l=
5 . err () £ 1
Y oryi iy
T T T

Ou seja, a mesma expressao para as distribuicoes de Bose—Einstein e de Fermi—Dirac é:

(4.152)

'ﬂ\hj\

S(%}%) = (Q—i—ﬂN)

E comparando com a expressao da termodinamica (4.147) reencontramos a férmula con-
hecida (ver acima)

— (BE
U =0Q+uN . 4.1
+ <FD> (4.153)
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Também aqui a expressao sublinhada em (4.151) permite escrever para S:

1
Sig S 1o (1 orr(n= ) k 4.139) =!l =
(FD):FZg:F Z%esul( )
s logli
=5k log (1 kY T o
+ ZS:Og<:F1:tnS> - lztns:Fl
1+n,+7; log -
— kY log [~ el BN o
+ Zs:og< 1+, > — T, (4.154)
:j:k:Zlog(lj:rTs —kZE«logWs+kZﬁs-log(1iﬁs):
—kZ +1 4+ 75) log(1 + 75) — k‘Zns logmg =!! =
—:tkz 1 +75) log(1 £+ 75) ans log 7 -
donde
S = —k N -logng + k 1+75)log(l £ny) . 4.155
(B8) Zs: g ZS:( ) log( ) ( )

Refira-se ainda a expressio da energia livre (ver acima) ¥ = Q + uN que se pode escrever
nos trés casos utilizando as féormulas (4.141) e (4.142) que dao 2 e N respectivamente:

— €s I
uN — kT Zexp T (classico)

U=0Q+uN= MNiszlog( :Fele(u—es)> (gg)

(4.156)

4.9 A estatistica de Fermi—Dirac

Recapitulemos as férmulas fundamentais acima encontradas para a estatistica de Fermi de
um sistema de N fermides em fraca interaccao, fornecendo o valor médio dos ntmeros de
ocupacao, do numero total de particulas, da energia total, bem como a expressao da energia
livre:

nj == ; (4.157)
e *T +1
_ - 1

j joerm +1
E:ZGﬂTJZZ% ; (4.159)

j j e kT +1
V=N kT log (1 + e%TW—Es)) . (4.160)

S

Nota. O potencial quimico p é também designado por “potencial de Fermi” ou “nivel de
Fermi”.
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As férmulas anteriores, validas para sistemas com niveis discretos da energia F = ¢,
transpoem-se imediatamente para o caso em que os niveis de energia se distribuem continua-
mente (é geralmente o que acontece em problemas de quantificacdo quando se faz tender
para infinito a dimensdo do dominio). Nestas condigbes, o “nimero” de niveis e energia
vem substituido por uma certa densidade. Mais precisamente, D(e)de designa o nimero de
niveis existindo num certo intervalo infinitesimal de energia (€, € + de). Vem entdo

1
N° médio de particulas com energia em (¢, € +de) = ——; - D(e)de = F(€)D(e)de
erT + 1
(4.161)
1
Valor médio do ntimero total de particulas = /E_M - D(e)de = /F(e)D(e)de
e*®T +1
(4.162)
Valor médio da energia total = /6_6 - D(e)de = /eF(e)D(e)de (4.163)
e*T +1
Energia livre do sistema = uN — k:T/log (1 + eﬁ(“_€)> - D(e)de (4.164)
No que segue, vamos estudar algumas das propriedades da expressao
_ 1 — -1

dita “distribui¢ao de Fermi” e que intervém fundamentalmente nas férmulas (4.161)—(4.164).
Trata-se de uma funcao continua e definida para todos os valores da energia €, positiva,
mondtona decrescente para valores crescentes de € e tal que

1
ligrn F(e)=0, lim F(e)=1, F(e:,u)zi. (4.166)
Tem-se também
eﬂ(e_:u‘) . IB eﬁ(e_u) —
F’(e)z—2:(<0):—ﬂ2 — — = — b — .
(eﬁ(e—u) + 1) e Be—p) + 2@5(6 ©) +1 86(6 ©) +24+e B(e—p)
(4.167)
Desta expressao vem que
F'(e) = L 32 2 _ I 29 2 =
L+8(e—p)+02(e—p)?+...+2+1—B(e—p)+ 56%(e—p)?—...
A+ Z(e—p)?+ 264 —p)*+...
__B !
4 14 55B%e—p)? + gghlle—wi+...
(4.168)
Donde
BPle—pu)P <1l = F'(e) ~ —g , (4.169a)

FPle—pu?>1 = F'(e)~0. (4.169b)
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Figura 4.3: Esquerda e centro: grdficos da distribuicao de Fermi F(€) e da sua derivada,
respectivamente, para T > 0. Do lado direito: graficos da distribuicdo de Fermi para T = 0
e para T = oo.

Segue-se que F’(€) s6 toma valores significativos para e tal que

1
FPle—p)? <1 <= le—pl < 5= kT (4.170)

podendo desprezar-se os seus valores fora desta regiao. Por outro lado, é claro que F'(e) =
F’(—¢) relativamente a e = u (ou seja, F'(e + p) é par), tendo-se ainda

lim F'(€)=0, Fle=p)=—"=——". (4.171)

Quanto a sua segunda derivada,

. — >0 e>p
F//(e) _ "‘ﬂQ efBle=n) _ o=Ble—n) B +252 sinh (eﬁ( N)) ) -
S (Pl —Ble=m)? Ble—p) B2 ) ° fTH-
¢ +2+ e dlem) (eBe=r) 4 2  e=Ble=n))

<0 e<up
(4.172)
Temos entao as formas geométricas da figura 4.3.

Decorre entao que para grandes valores da temperatura, vem F'(e = p) = —% — —00,
ou seja, um salto brusco que no limite dard origem a uma descontinuidade para F' (ver
figura).

Nota. Ja foi determinado que o nimero de estados com energia compreendida entre 0 e €
de uma particula livre de massa m no interior de um recipiente de volume V' é dado por

4V
N(e) = —m— (2me)*/? .
() = Sy (2me)
Deve porém acentuar-se que esta deducao foi feita sem qualquer referéncia aos valores do
spin da particula pelo que, para estes serem levados em conta, haverd que multiplicar esta

expressao pelo numero de diferentes valores possiveis que o spin pode assumir (no caso dos

electroes, temos dois valores possiveis: s = +% es= —%, que decorre na expressao corrigida
8 V 3/2
N(e) = gﬂ'ﬁ@me) /2
Segue-se entao para a densidade de estados
dN 8 V 3 47V
D(e)=!= d(ﬁ) =3T3 (2m)3/2. 2?2 = 7T—(2m)3/261/2 =cte- /e . (4.173)
€

2 h3
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T=0 T=0 =0

=0

Figura 4.4: Da esquerda para a direita: distribuicoes F'(€), D(e) e F(e)D(e) para T = 0.
No grdfico da direita, tem-se A = N.

Esta expressao de D(¢e) tem a forma de uma parabola e vamos utilizé-la para estudar as pro-
priedades de F'(¢)D(e) (a densidade de particulas com energia igual a €, cf. féormula (4.161)).

No caso da temperatura préxima do zero absoluto " = 0, a forma de F'(¢) tem uma
descontinuidade em € = upr—o = p, sendo a densidade F'(e)D(e) nula para € > pg. Todos os
estados possiveis se encontram entao representados pela drea A da figura, donde (supondo
a degenerescéncia maxima para o sistema, isto é, todos os estados possiveis efectivamente
ocupados) se tem A = N. Vemos também que o valor pr—o do potencial de Fermi se pode
determinar a partir do conhecimento de N por meio de

€=4-00 E=L[0
po : N = / F(e)D(e)de =! = / D(e)de (4.174)
=0 =0
ou seja, por (4.173),
N = Y g ATV a2 _ (3NN
= / 13 (2m)*/ %/ -de = 13 (2m) ‘gHo T = o= 2m.<87TV> . (4.175)
e=0
Considerando agora um valor nao nulo de 7" o valor correspondente de p = prso

determina-se pelo mesmo processo. A drea A da figura representa sempre o valor de N
e tem-se de novo (sempre com N conhecido)

A=N = / F(e)D(e)de , (4.176)
e=0

onde tudo no integrando é conhecido com excepcao de p = prsg-

Pode ver-se que para valores crescentes de T' (e sempre para o mesmo valor de N),
o potencial g = p(7T) diminui (deslocando-se para a esquerda nas figuras). Com efeito,
1 depende continuamente de T e para T > 1 toma valores negativos: u < € = 0. Isto é
patente nas duas ultimas figuras, com T > 1, j4 que a drea A varrida pelas diferentes formas
da curva F(e)D(e) é sempre igual a N. Para T = +00 tem mesmo de ser yp = —00 com o
que a distribuicao de Fermi toma a forma da distribuicao cldssica, como acima dissemos.

Calculo do potencial de Fermi para electroes livres. No que se segue, calculamos
uma forma aproximada dessa expressao do potencial de Fermi p = p(7') para o caso dos
electrdes livres num dado volume V' (o chamado gas ideal de Fermi) para o qual é vilida a
forma (4.173) de D(e). O resultado essencial esta contido no seguinte exercicio.
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T»l

. i

"F'U'T»l

g =0

==0 =y

Figura 4.5: No topo (da esquerda para a direita): grdficos de F(e)D(e) para uma temper-
atura T > 0 e para T > 1. Em baizo (da esquerda para a direita): grificos da distribui¢ao
F(e), igualmente para T >0 e T > 1.

T>0 e Tcrescente rie T»l Fie) T

Figura 4.6: Evolugdo da distribuicdo de Fermi F(€) para valores crescentes de T

Ezercicio 22. Dada uma funcio g(¢) de classe €', que varia pouco no intervalo |e —u| < kT,
tem-se

“+oo

[ s@riena +Z2 — 2172 C(28)(KT) 26 (u) (4.177)

€0
onde €y é o mais baixo valor possivel da energia (geralmente zero) e
C(a) = — (4.178)

ne
n=1

é a fungao zeta de Riemann (tabelada), e ¢ é uma primitiva de g (isto é, ¢’ = g) com a
constante aditiva fixada de tal modo que ¢(e = ¢p) = 0.
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Resolugdo. Integrando por partes o integral do primeiro membro, vem

—+00

+00 +oo
/ 9()F (e, m)de = [¢f = g = / 8 ()P (e, w)de = [p(e) F(e)[ £ — / H(e)F'(€)de =

€0

= [F(e = +00) = 0, (€ = eg) = 0] = /¢> )E'(e)de . (4.179)

Como vimos acima, F’(€) s6 toma valores significativos no pequeno intervalo |e — pu| < kT,
isto é, € € (u— kT, + kT), pelo que para o integral s6 contribuem os valores que o
integrando toma nesse intervalo. Consideramos entao o desenvolvimento de Taylor para =
nesse intervalo,

—+o00

“+o0o
= [ otor@ae=— [ o0+ - o+ e wPe +.. | Foac-
e ’ 71
- [ T e mrdrade =3 [ Se-wol(wFd (4150)
e =0 S e

Podemos alids estender a integragao a toda a recta ja que, como se disse, F’(€) é nulo fora
de |e — p| < kT. Donde, continuando a expressao (4.180)

+oo +oo
- [ #OF (e = (eauasiio (1.150)) = 3~ 6 ) [ (e~ n)*F(e)de =
€0 s=0 50
+00 1 +oo
o) [ Flejde+ Y 5090 [ (e~ m*F(de =l < e+ =
—00 521 —00
+o0 1 +o0 F(_|_ ) _ F(_ ) B
=¢(u)_4 F'(e)de + ; o (u)_é ¢ F'(e + p)de = [ Coo1 } =
i+ Y o) / (et mde=—0(n) + Y00+ 3 ().
s>1 S par s impar

—00

(4.181)

Atendendo a que F'(e + u) é par, os integrais em (—o0o, +00) com s impar tém integrando
impar e vém portanto nulos. Desfazendo a transformacao de variavel de integragao e intro-
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duzindo a forma explicita de F’(e + p), obtém-se

+00 +o0
~ ]‘ S S
- [ #OF (e ~(equagio (4181) = () + Y 00) [ (e~ ) F()de =
€0 s par>2 ’ 50
+00
1 s s eﬂ(e_iu‘)
=—o(p) + Z gqﬁ( m / (e — ) (‘ﬂ)ﬁdf =
s par>2 s (e H o+ 1)
1 1 .
e
——ow— Y 6w [ .
< 1§r22 ! B o (e + 1)2
(4.182)
onde se utilizou a transformacao
e<-x: fBle—p ==z <comez§+,u> . (4.183)
O calculo do integral I presente no somatorio da
+00 s +00 1
IE/x5~edaz— —/x5~dx— spar‘:> =
(e5 4 1) e?4+24e " = paridade!
+oo +00
2 / s dr=1=2 / .. d _ > dz = (integragao por partes)
= x® - x== x® . — = =
(ex+1)2 dr \er +1 Bragao por p
0 0
+00 +00
-1 400 81’3_1 xs—l
=2 -zt 2 der =2 dx.
[eﬂc—i—l xL * /ef’f—&—lx s/e“f—klx
0 0
(4.184)
Ora o integrando pode escrever-se
s—1 —x o o
_s—1 € _ —x _ s—1 -z —x\" __ n_,s—1 —x(n+1
e 1+ei$-“—e |<1]—3: e 7;)(_6 ) —nz:;)(—l)az cemrndl)
(4.185)

Introduzindo este resultado na expressao (4.184) do integral de I, e tendo em conta que,
para a e b inteiros positivos a integragao por partes a vezes (ou por indugao, etc.) da

+oo

|
/ % dy = b‘?ﬁ , (4.186)
0
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vem
oo, o +o0
I=2s (Z(—l)”xs_l Lo 2(nAD) > dzr = 25 (=) [ 25t e pdy =| =
[ [
o - n (S B 1) S _ . _9l-s i —
_237;)(1) Formie nz_;) fon 1) =1=2(s) - (1-27) ) — =
=2(s!) - (1 -2"7)¢(s)
(4.187)

o que conduz ao resultado pretendido.

Nota. A relacao entre os dois tltimos somatérios em (4.187) obtém-se do seguinte modo:

i( Py 11 1 1 B
~ (n+1)s 15 25  3s B
_1+1+1+1+1+ LU NS U SR SR
INEES 7595 |28 45 65 88 108 |
1 11 1 11 1 B
B R T B T T T
o~
1 11 1 B
Tl e te T
o~
1 11 1 1 - 1
=y — -2 —|=+—=+= =(1-2") —
nz: X 2 |:1S * 29 " 3° " :| ( )nfl e
(4.188)
O

Da posse da férmula (4.177), a determinacao de p = pu(7") é imediata a partir de (4.162),

N= / (4.189)

onde introduzimos a expressao (4.173) de D(e) com V dado por (4.175) em fungao de
po = (T = 0). Isto é:

2
h? (3N \? 3N h?

2m \ 87V 81 (2mpug)3/?
donde
D) = %V(gm)%e% — = g-g@nﬁ)m-@mw? 12 _ 2 ]3\;2 A2 (4191
Temos portanto
N = [ DOF(e= [g@F(ede. comgle)= 555 (4.192)
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pelo que podemos aplicar a férmula (4.177) acima deduzida, aqui com

¢ ¢(x) =g(z), dz =

3 N N
0)=0< ¢'(z) = 53—/2-x1/2<:>¢(x) = 3—/2-503/2 = cte - 2%/2.
Ho Ho
(4.193)
Repare-se ainda que
_ 3/2 3
P(r) = cte- 27/ = ..

= (@) = Jete- a2,

Temos entao

+00 0o
N = [ g0F(e e =oo i+ D201 =2 D6 ) =
€0
1 4.195
—cte - /% 42 <1 — 2> C(2)(kT)? -ct:ez/ﬂ/%r ( )
tofi- L g(4)(kT)4-cte3u—3/2+
53 cte- o e
Dividindo os primiro e dltimo membros pelo valor da constante, cte = Ny, 3/ 2, vem®
3/2 _ 372 3 2 —12 , 1 9 4, -3/2 § m
po' " =+ S CERYRT) 7 4 4 A (RT) ™" + (2) =" W) =g;
2
.32, T 212 4 T4 -3/2 1 —
pre+ o (KT) 640(16) =1
2 (kTN\?  7rt (KT
SN b L e
e () 5 (5 )+ ,
(4.196)
donde
2
72 (kT\® 77t (kT\* e
== 1+ — [ — — = 4.1
e 5 (5) e () (197

Esta equagao nao permite explicitar u. Contudo, para temperaturas nao muito elevadas
(os efeitos quanticos sao alias mais determinantes nas baixas temperaturas) podemos fazer
=~ u(T =0) = pp como aproximagao no segundo membro, e obtemos

72 (KkT\? 7% (kT -
1+— | — .. T 1.
" 8 <MO> T 640 640 ( ) " ’ <
Riemann

Ver, por exemplo, o curso de Métodos Matematicos da Fisica para célculo de valores da fungao zeta de

W

p=p

(4.198)
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Donde, limitando-nos aos termos até 1%,
(2 72 (kT 2+ 2 77r4+1 2 2_\ (™ 2
H=Ho 3) 8 o 3)640 "2\ 3 3 8
(kT 2+ ™ (ET\*
—Ho 12 \ o 720 \ 10

(4.199)
ou, até T2,
2
12 o {1 — 7{; <I;1(:) } . (4.200)
Nota. Pode-se provar que
1+2)"=1+wz+ %w(w — 122+ %w(w —D(w—2)22+... (4.201)
e
(1 + ayxtaga® +azz® +...)0 = [|z| < 1] =
=1+ w(ayz + agz® + azz® +...) + %w(w — (a1 + agz® + azx® + .. )%+
+ lw(w —1)(w = 2)(a12 + agx® + azz® +...)> +... = (até & ordem 2?) ~

3!

1 1
~1 4+ w(ayz + agz?) + Ew(w — 1)(a?2?) =1+ warz + |wag + iw(w —Da?| 2%

(4.202)
Ezercicio 23. Utilizando a férmula (4.177) e um raciocinio idéntico ao anterior, obter as

seguintes expressoes para a energia média e o calor especifico de um sistema de fermioes
livres (com a densidade de estados D(e) dada portanto pela féormula (4.191)) validas para

T<1:
—  3__ 572 (kT\?2
E~_-N 1+ —(— 4.203
5u0[+12(ﬂo) , (4.203)
72 _Kk*T
TN 4.204
C 5 ” (4.204)
Resolucdo.
= 3 N 35 _
E = | eD(e)F(e)de = (4.191) = §F6 -F(e)de = [ g(e)F(e)de , (4.205)
0
com o
N
gle) = g— 32 (4.206)
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Temos entao

N
6 $(@)=gla). dx=0)=0 = @)= 2o 2 =
) MNO (4.207)
— ¢(x) = 373/2 :U5/2—cte 2%/%

() :c‘c:e‘a:“r’/2 — ... = @) = 145cte /2, @ :—%'1—2,@*3/2. (4.208)

Donde, aplicando a férmula (4.177) e limitando-nos aos termos até T2,

E- / 9()F (e +§2 — 2129)¢(26) (KT)26 %) (1) =
0

1 15
=cte - /2 + 2 <1 - 2) C)KT)? - —Fete - '+ (4.209)

+2<1—213>g( J(KT)* - (~D)cte - 12;@—3/%...:

7

—cte |12+ cIRT - 2t = T Dot 4|

Explicitando o valor da constante, cte = %W,ua 3/ 2, vem

15 , 7 15

AR s )(kT)4u4+..} ~

3
— (2 2 <k‘T> 15
N[—) - 1+ —|— 4.200
(MO) o [ o (50) | = 00 -
3
o 2 717\ 2) 2 T\ 2
:§N . 1— l kf - o 1 + — 5 2 kf
5 12 \ po 8" Ho
. 2 T 2 T 2
géNuo. 1 <k> . 1+§7r2 <k>
5 8 \ to 8 o
donde, para o calor especifico,

OE 3 E\2 3 T
— =N =) T=SNrk>— . 4.211
e 5uopl(u> SN (1211)

(4.210)

~

3
~ —Nyg -
5 Ho

2 (kT>2
14+ (=
2\ po

O

Ezercicio 24. Supondo um sistema de fermioes em que a densidade de estados é dada por
uma certa fun¢ao da energia D(e) (ndo necessariamente da forma (4.191)), utilize a férmula
(4.177) para deduzir as seguintes expressoes aproximadas para o potencial de Fermi, a
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energia média e o calor especifico (validas para T' < 1)

w= o — 7L2(kT)2 . <8 log D(e)) , (4.212)
6 Oe =10
Ho 9
E= /ED(E)dG + %(sz)QD(,uo) , (4.213)
0
Cy = %wngT - D(po) - (4.214)

Resolugdo. Como se viu, tem-se para T' =0

€=00 €=[0
N = Fr—o(e)D(e)de = D(e)de . (4.215)
e:/D 64
E para T > 0, qualquer,
N = / D(e)F(e,T)de = [g(e) = D(e)] = / g(e)F (e, p)de = (4.177) =
e=0 e=0

= () + > 21— 212 (28) (KT) 26 (1) . (4.216)
s=1

Sendo ¢ tal que ¢ : ¢'(x) = g(z), ¢(z =0) =0, temos

T x

¢(x) = [ g(s)ds = [ D(s)ds = ¢ (z) = ¢/(x) = D'() (4.217)
[oo=]
€ vem L
N = /D(s)ds + C(2)(KT)*D (1) + . .. (4.218)
0
Substraindo (4.215) a esta férmula, vem
B=pT
0= / D(s)ds + C2)(RT)2D () + ... - (4.219)
S=Ho

Para T' < 1 vem p >~ ug e o integral pode aproximar-se como

0= (1 — 10) Do) + C(2)(KT)D (o) <=

_ D'(po) _ [d o Dle
= @ T = Bl [del g D( )} - (4.220)
ou seja, )
p=po — C(2)(kT)? [de log D(e)] . (4.221)
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Quanto a energia, temos

E :/eD(e)F(e)de =lg(e) = eD(e)] = /g(e)F(e)de = (4.177) =

(4.222)
+ 22 21 23 23)(/<:T)2S¢(25)(,u)
6 ¢'(x) = glx), Bz =0)=0 (4.223)
bl) = 0/ g(s)ds = 0/ sD(s)ds = ¢/(x) = g(x) = dD(x) = o)
= ¢®)(z) = ¢'(z) = (xD(2))"
donde p

E= /sD(s)ds + ¢(2)(KT)?(uD(p)) . (4.224)

0

E aproximando para T' < 1 (com p =~ ),

o 1

E= [sD@)as+ [ sDs)ds + CQUITY (Dlpo) + oD (o) =
0 Ho
Ho

7.‘.2
= [ sD(s)ds + (= 10 o Dl(o) + 5 (KT (D)) = (1.212)1 =

—MOD as— Ty (L1ogp D ™ (T2 (10D (o)
= [[sptes T (G108 D(O) -poDlpo) + TP (oD =

0
MO 9 ,

= [sptas - Ty [f)f;‘;’)) 46D (10) — Do) — oD (o) | =
0

2
= [sD(6)as + T Dl

=]

(4.225)
Em consequéncia,
OE 1 4 4
— == T-D . 4.22
Co = 5 = 57K*T - Di(po) (4:226)
O

Ezercicio 25. Particularize os resultados anteriores para o caso dos electroes livres (em que
D(e) tem a forma (4.191)) e verifique que se obtém os resultados dos exercicios 23 e 24.
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Resolugao.
2 d 72 d 3N
. 2 (94 . 2 1/2 _
p=po = 5 (KT)" | 4 logD(E)) === (kT) (de log< 577 € >>
o €=Ho
2 d 2 11
=po — —(kT)?- | — (1 - =po— —(KT)2- (= -= =
#o — = (KT) <d€<0g 3/2+20g6>> po — & (KT) (2 6)_
€=po =Ho
2 1
=y — —(ET)2 - —
Ko 12 (k ) 110 ;
(4.227)
" 2 T 3N 2 3N
s
E :/GD(e)de—i- —(KT)>D(uo) == [ € /2. de + —(kT)? ud? =
6 2M3/2 6 2M3/2
0 0 0
= -8 + — (kT = —pug+ —(kKT)"—
2u3/2[5 0 g A1) pr e 5 it )uo
(4.228)
O
4.10 A estatistica de Bose—Einstein
Esta estatistica vem regida pelas férmulas acima encontradas,
1
nj=—— > (4.229)
2
e rT —1
_ o 1
N:Z j:ZejTa (4.230)
j i e kT —1

J
_ o €5
E=) e¢ij=) o= (4.231)
r -
U=Q+uN=uN£kT log (1 - eﬁw—es)) . (4.232)
S
Também aqui, para o caso dos valores continuos da energia das particulas se tem, desig-

nando sempre por D(€)de o nimero de niveis existindo num certo intervalo infinitesimal de
energia (e, € + de),

N° médio de particulas com energia em (e, € 4+ de) = e_ul - D(e)de = B(e)D(e)de
et (4.233)
Valor médio do nimero total de particulas = / Elﬂ:l -D(e)de = /B(e)D(e)de
o (4.234)
Valor médio da energia total = / eekal - D(e)de = /eB(e)D(e)de (4.235)

Energia livre do sistema = yN — kT/log (1 — eﬁ(“_ev - D(e)de (4.236)
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Figura 4.7: Sao possiveis apenas situagoes em que < 0. O grdfico do lado direito (> 0)
representa uma situacdo fisicamente impossivel, pois entdo para alguns valores de energia
€ teriamos numeros de ocupacdo negativos!

onde definimos a funcao de distribuicao de Bose

1
Ble) = ——, (4.237)
erT — 1

cujas propriedades vamos resumir.
e B(e) é continuo com excepcao de € = p.
e B(e=+00) =0, B(e = —00) = —1e B(e = pu) = occ.

ec>u — B(e)>0ee<pu = B(e) <0, com B diminuindo sempre com €
crescendo.
Quanto a derivada, é

e—p
ek

1
T/ een N2
kT (e -~ _1>

B'(e)

<0. (4.238)

Acresce que

1 1
|lh| <1 = B(e+h)= - =

e—p

- 2 -
e kT ekT — 1 e%(k%—i—%(k%) +>

(4.239)

N 1 h . B<0 seh<0
_eei;Tu kT B>0 seh>0.

Atendendo ao significado fisico de B(e) (densidade de ocupagao do nivel com energia €)
esta funcao tem de ser sempre positiva e finita, o que implica u < 0. Para pu > 0 — ver
figura 4.7 — terfamos B infinito e negativo para certos valores positivos da energia.

Como aplicagdo do que precede, vamos estudar o gas perfeito de Bose, isto é, um
conjunto de N >> 1 bosoes livres em fraca interaccao. Temos portanto a densidade de
estados acima referida,

V 1/2
D(e) = 47TE (2m3e) / , (4.240)
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= =0

u=ul(T)

Figura 4.8: Grdfico de B(e), a distribui¢cdo

Fi .9: Grg d T).
de Bose—FEinstein. igura 4 rdfico de u(T)

expressao esta que, tal como acima referimos, tera de ser multiplicada pelo ntimero de val-
ores possiveis para o spin. Se os bosoes em questao tiverem spin zero (caso dos fotoes), a ex-
pressao fica invariante; no caso de term spin 1, haverd que multiplica-la por 3 (s = —1,0,+1).
Para simplificar consideramos o caso do spin zero.
Dado entdo um certo valor fixado de N,
- — — — = -1
OV N o V(ONYT
dr 0T = Ou or 0T \ Ou

vem p como fungao de T através de (4.234), e podemos ver que é fun¢ao monétona decres-
cente.

Demonstracgao.
— e —1
on  ON [ON

(]t 00) [§ o))
—u - -1
(7 ey mo) (1 o) -

ek

-1
E— [ e—p

—kT / eFrT e kT
S T (e~ n)- De)de | - /EZ-D(e)de <0
e\ ) )
(4.241Db)
e como é € > 0, u <0, os integrais vém todos positivos. ]

A forma de u(T') é portanto a indicada na figura 4.9. Quando 7' diminui, ¢ aumenta
(sempre com valores negativos) até um certo valor que é, no maximo, igual a zero.
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Passamos a estudar a forma analitica da fungao u(7).

N = /B €)de = (equagdes (4.234), (4.237) e (4.240)) =
:/ 47T—\/ de—47r 3 V2 / de:[evx:izx}:
e kT -1 e k:T —1 kT
v b Vv b
—dr—V2m3 - (kT)>/? VT — V2 _dz = 4dn—V2m3 - (KT)%/?. VT ——dx
h3 ew_ﬁ —1 h3 etta — 1
=0 =0
(4.242)
onde definimos I
=——. 4.24
« T (4.243)
Calculemos entao o integral
“+oo “+oo
VT / z1/2 . e~ (@ta) ad 1
I = _— = _— = 1 n _= =
eTta _ 1 1 — e (z+a) dz |u‘ <= Zu 1—u
=0 =0 n=0
+o00 00
_ / /20— (a+a) Z ( —(x+a)) dr = Z / 2o-@+a)(14m) gy — [ < — 1] =
=0 n=0 n=0,
0o +oo “+o0o
:Z/$ (x+a"dx—Zea /w e Mdr=[r=<-s: nt=s]=
n=12g =0

+o00o
- —an 1 1/2 _—s —an 1
:Ze '713/2/8/6 ds = Ze -3/21“< —i—l).

(4.244)
Na tultima igualdade fizémos intervir a nocao de integral euleriano,definido como sendo
o +00
F(n+1)= / x"e *dx = (integragdo por partes) = [—e_xzrn]groo + Ze_x sz lde =

0
“+oo

=n / 2" te™%dz = nl'(n) . (4.245)
0

Com n = %, tem-se
1 b 1../1 L VT 2
_ . VA T=Y,T=Y,
r(-=+1)= g =-I (=) == he Tty = ;
<2+> /\/Ee T=3 (2> 2/3: e “dx [;U%y dz = 2ydy
0 0
+oo +oo
1
:/y_le_yQZydy: /e_dey:ﬁ.
2 2
0 0

(4.246)
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T=0 THT,

= HT=0 = UT, = Pmax =0 1 = pr=1, = fimax =0 w=pr <0

Figura 4.10: Representa¢do da distribuicdo de Bose—Einstein, B(¢€), para diferentes valores
da temperatura T'.

Introduzindo na expressao de I, vem

1 m
_ —an
n=1
donde, para N,
V o
N = dmos (2m?)/2 - (RT)*2 \gz —anpl/2 (4.248)
com o = —ﬁ. Esta expressao confirma que p < 0, ja que para u > 0 vem a < 0 e a série

diverge. O méximo valor que p < 0 pode tomar (zero) corresponde a uma temperatura
T =T, tal que

—47T—\/ 3. (KT IZ——AL V\/ 3. (KT ﬁg(i) . (4.249)

n3/2 2
donde
T3/2 N
C 2 V2mVEVEC(3)
h2N>/3 B2 N\3
— 1. = = — < 1. (4.250
© T k(2rV)2B3(2mm3)1/3¢2/3 (3) T 2krm(2/3 (3) (V) ( )

Podemos entao tomar a forma da funcao de Bose, consoante os diferentes valores de pu.
Como se vé, para T = 0 os bosoes tendem a acumular-se todos no estado de menor
energia (contrariamente ao que acontecia com a distribui¢ao de Fermi).
Tornando a expressao

1

e—p
erT — 1

- D(e)de = B(e)D(e)de (4.251)

que nos dé o nimero médio de bosoes com energia em (¢, € + de) e tendo em conta a forma
(4.240) da densidade de estados,

V
D(e) = 47Tﬁ 2m3e (4.252)
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(que é nula para e = 0) vemos que no zero absoluto (cf. acima a forma de B(e)r—g) o
numero de bosdes com energia nula é também nulo!

A utilizacao da distribuicao continua nao traduz a tendéncia dos bosoes a acumularem-
se no nivel de mais baixa energia. Pode evitar-se uma tal contradicao conservando a dis-
tribuicao discreta (em vez de continua) a qual nao carece de ser multiplicada por nenhuma
funcao de densidade para dar o nimero de particulas nos niveis corresondentes. Separando
entao o nivel de energia zero dos restantes niveis (que formam um continuo) escrevemos

[e.9]

N = (') = Ne=o + Ne>o = % + /B(E)D(e)de ) (4'253)

kT — 1
0
conservando para D(e) a expressao (4.252). Segue-se que nos célculos anteriores deve ter-se
em conta que, onde escrevemos [ B(e)D(e)de, este valor nao representa o nimero total de
bosoes mas tao somente o nimero de bosdes com energia superior a zero. Como se viu,
esta distingao nao é relevante para T > T¢, mas é fundamental para 7" da ordem de 7T¢
ou inferior, ji que para tais valores da temperatura os bosoes se acumulam no nivel mais

baixo da energia — “condensagao de Bose”. Em particular, devemos escrever (4.248) sob
a forma -
Vv VT e "
14 (o, 3\1/2 3/2 VT ¢
N' = dm s (2m*) /2 - (KT) 5 Z 7 (4.254)
(com a = —7), sendo aqui 6bvio (jd que para 0 < T' < T é p = 0) que para T' < T,

diminui N, ou seja, diminui o niimero de particulas com energia maior que zero, implicando
o correspondente aumento de Ny.

Nota. Para mais detalhes, ver Landau [7, p. 198], Huang [2, p. 262], etc.



Apéndice A

Breve resumo da teoria das
pequenas vibracoes de um sistema
natural na vizinhanca de uma sua
configuracao de equilibrio estavel

Designamos por sistema natural todo aquele cujas equagoes de Lagrange sao da forma

jt@z];)_gcj];:_g; , V=V(), T=T(g4), (A.1)
com as energias cinética e potencial dadas por
1 [
- 5 Z aTS(Q)QTqS 5 (A2a)
V=" (A.2b)

Podemos sempre supor a,s = as-. As equagoes (A.1) tomam portanto a forma

d 0 (1 .. oV
& <3qz (2ZGTS((])QT(]8>> an ( Zars Cb“Qs) = 8%

T,8

Oars(q ) .oV
it (o) -5 3 P53

T8

ou seja,

0q;

> ais(9)ds

Designamos por configuragao de equilibrio toda aquela em que o sistema pode permanecer
indefinidamente, ou seja, qualquer conjunto de valores constantes q,g para os g tais que

Q) .. _1 8ars(€l> .. __8‘/
ndgs 9 TZ 94, qrgs = (A3)

o) =g, vt (A.4)
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é solugao das equacoes (A.1) (de Lagrange) do sistema. Tendo em conta (A.3), segue-se
que a configuracao de equilibrio é a que obedece a

ov
0q; a=q°

=0 Vi, (A.5)

ou seja sao os ponteos de estacionaridade (méximos ou minimos) da fungao potencial V.
Podemos sem perda de generalidade supor que essa configuracao de equilibrio é a origem
das coordenadas e ainda que o valor do potencial na origem é zero:

=0 V=0=0. (A.6)

Os pontos de estacionaridade que nos interessam sao os minimos de V pois, como se pode
ver facilmente (exercicio 26), sdo estes que correspondem a uma configuragao estdvel de
equilibrio, isto é, sao tais que qualquer movimento do sistema iniciado na sua vizinhanga
e com pequena velocidade inicial permanece ulteriormente sempre nessa vizinhanca e com
pequenos valores da velocidade.

Ezercicio 26. Com efeito, se a origem é um minimo de V e nela V toma o valor zero, temos
V(0) =0, V(viz 0) > 0. (A7)

Como sabemos, as equagoes da forma (A.1),(A.2) garantem a existéncia do integral de
energia T'+ V = E. Ora para qualquer movimento que parte da vizinhanca da origem com
pequena velocidade tem-se ¢ = 0, ¢% = 0, donde se segue por (A.2) que E tem um valor
(constante) muito pequeno. Como na vizinhanga da origem é V' > 0, e T' é sempre positivo,
vem que ao longo do tempo tanto T'(¢ = ¢(t),¢ = ¢(t)) como V(¢ = ¢(t)) terdo sempre
valores muito pequenos (inferiores a F). Segue-se, pela expressao (A.2) de T', que o mesmo
acontece com a velocidade ¢. Quanto a ¢, atendendo a que os valores de V' sao limitados e
que as hipersuperficies V(q) = cte estao contidas umas nas outras e contém todas no seu
interior a origem ¢ = 0 (mais exactamente, se cte; < cteg, entdo V = cte; estd contida
no interior de V' = ctes — a trés dimensoes, este resultado é evidente e decorre da teoria
geométrica das formas quadréticas), segue-se que ¢(t) é também sempre muito pequeno,
g.e.d..

Uma vez assim assegurado que os valores de ¢, ¢ permanecem sempre muito pequenos
qualquer que seja o instante de tempo, podemos simplificar a forma (A.3) das equagoes de
Lagrange desprezando termos de ordem superior a 2 em q e ¢:

ov

Zais(q)q's + a—qz =0. (A.8)

Tendo em conta as propriedades de V' na vizinhanga da origem, vem o seguinte desenvolvi-
mento de Taylor

. ~ [V 1 (0
Viz0) =V +> (5] a+d 5| gz%) ant =

o’V
(aQQk> @iqr + - (A9)
q=0
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ou sejal,

) -~ ov !

V(q € viz 0) Z 5 <8q %) ) Z bikqiqr - (A.10)
i,k = i,k

Quanto & expressao (A.2) de T', atendendo a que na vizinhanga da origem os valores de ¢

variam muito pouco, podemos tomar para a,s(q) os valores — constantes — desses a,s na
origem, donde vem

T(q,q € viz 0) Zars q)drds = Zars 0)drds = Zarsqrqs . (A

As duas formas quadraticas T e V assim obtidas sao definidas positivas (V, porque V(0) =
0, V(viz 0) > 0, e T por razoes fisicas ébvias).

Em resumo: A teoria das pequenas vibracoes de um sistema natural na vizinhanca de

uma configuragao de equilibrio estdvel é a que decorre das equagoes de Lagrange com T e
V sob a forma (A.10) e (A.11), ou seja, definidas positivas e com coeficientes simétricos:

d [oT or ov d (1 1

J— R _— = — —— — 72 iS.S :_72 bi887

dt (aq,) aq,‘ 8qi dt (2 ;a (]> 2 ; a
donde as equagoes (A.8)

D aishs+ Y bisgs=0  i=12,...,N. (A.12)
S S

A integracdo destas equacOes baseia-se essencialmente no resultado da teoria das matrizes
apresentado na seccao A.l. Este teorema permite a imediata integracdo das equacoes
(A.12) das pequenas oscilagoes de um sistema natural na vizinhanca de uma configuragao
de equilibrio estavel,

Ag+Bq=0, (A.13)
onde definimos as matrizes reais
q1
T T _|®
A =a]=A B=[b; =B q= (A.14)

As matrizes constantes A e B sao definidas positivas e associadas as expressoes da energia
cinética e potencial:

1 R B 1 1
= 5 z;aTSQTqS = iqTAq V(Q) = 5 zk: birqiqr = §qTBq . (A.15)
17

Estamos portanto nas condigoes do enunciado do teorema pelo que podemos garantir a
existéncia de uma matriz S real, constante e regular tal que a transformacao de varidveis

g &:q=8¢ (4=5S¢ §=S¢ (A.16)

INB: b, = bgi.
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leva (A.13) a forma

ASE4+BSE=0 — STASE+S'BS¢=0 —
= AEH+AKZ% =0 & M+ ME26=0, M\ >0; n=1,2,...,N)

ou seja

fn+ K26, =0 (n=1,2,...,N), (A.17)

com os valores k, de k dados pela equacdo det(k?A — B) = 0 (ver seccdo A.1). Nestas
variaveis £ = (&), ditas varidveis normais, as equagoes do movimento surgem assim sep-
aradas, mais precisamente, a evolucao de cada coordenada vem dada por uma equagao
onde nao intervém as outras coordenadas e que é simplesmente a equagao de um oscilador
harménico. De notar também que nas equacoes (A.17) ndo intervém os A, mas apenas o0s

k2. A integracdo é imediata e conduz a oscilagoes de pulsacdo k,, (frequéncia z—:)

&n(t) = CL{sen kyt,cos knt} , (A.18)

onde as duas constantes da CL dependem das condigoes iniciais do movimento. Assim, se
for
Gt=0)=ap  &t=0)=p, (A.19)
um calculo trivial dara
&n(t) = apcos knt + %sen knt . (A.20)

n

Quando o sistema se encontra numa situacao tal que

GO £0, &U)=0 VeV #k (A21)

diz-se que se encontra num modo normal de vibragao (o modo n°k). Também se diz que o
modo n°k esta excitado e que os outros modos estao quiescentes.

No caso de o sistema se encontrar sobre um dado modo normal (por exemplo, o modo
n°k) qualquer dos quocientes

QU:iq:q3: i qQu—1:Qkt1 QN (A.22)

é constante. Com efeito, estando o modo k excitado e os outros quiescentes, vem por
definicao

=== === =0, &#0. (A.23)

As férmulas (A.16) dao entao
qn(t) dn, Sk
=Sy — — =cte= —= A.24
&) s s 2
(k fixo,n=1,2,...,N)

N
Qn(t) = Z Snmgm(t) = Snkgk’(t) g
m=1

Segue-se que o conhecimento do modo normal n°k (isto é, de todas as coordenadas ¢ com o
sistema a vibrar nesse modo) permite determinar (a menos de um constante multiplicativa)
os elementos s, da coluna k da matriz S.
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Atendendo a férmula (A.16) que exprime a relacdo entre as coordenadas normais £ e
as coordenadas normais g, vemos que qualquer movimento do sistema é uma sobreposicao
de N vibragoes sinusoidais dos diferentes modos. Acresce que nas coordenadas normais,
as energias cinética e potencial tomam a forma de somas de quadrados com coeficientes
positivos:

1 AT X 1t for A U LA
T() =5 (S€) A(SE) =3¢ (STAS)é=SETAé= Y N =T (A25)
k=1

(NN

N
Vig) = 5 (80 B(SO) = ;¢ (STBS) e = AR = .S MBE =V (A20)
n=1

com as matrizes diagonais

N =2 >0 (KD, = k2.

n

(A.27)

Refira-se o que ocorre na teoria sempre que for nulo um dos k,, os quais sao dados pela
equacao det(k*A — B) = 0. Supondo, por exemplo, k1 = 0, isso implica que na expressio
(A.26) de V' nao se encontra a coordenada &;. O potencial ja ndo é definido positivo, mas
apenas semi-definido positivo?. Quanto & correspondente equaciao (A.17) do movimento,
vird

£1=0 = £ (t) = cteyt + ctey , (A.28)

dando origem a um termo secular, crescendo indefinidamente com o tempo.
Naturalmente que a teoria anterior se pode também apresentar com o formalismo hamil-
toniano, que passamos a resumir. As equagoes de Lagrange (A.13) decorrem do lagrangeano

. |
Lqd@)=T-V=54"A4-;a'Bq. (A.29)

Tendo em conta a expressao da energia cinética T', obtém-se os momentos p conjugados
com as coordenadas g:

N
oT oL
Ps=EF7— = %5 = asrq'r:>p:A(.1:>q:A71p7 A.30
9qs dqs ; ( )
onde p designa o vector coluna
P
p= || (A.31)

p3
Donde a forma do hamiltoniano (independente do tempo e portanto integral primério)

1 1
H(q,p)EpTQ—L=T+V:§pTAp+§qTB:ctezh. (A.32)

2 Atendendo a (A.16) esta propriedade é vélida em ambos os conjuntos de varidveis.
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Naturalmente que as equagoes de Hamilton daqui decorrentes conduzem as equagoes (A.13)
de Lagrange:

gs = gTi = Z(A_l)srpr

. i = §=-A""Bq = A§+Bq=0. (A.33)
bs = _gi = _Z(B)ST‘QT
T

Acima introduzimos novas coordenadas de Lagrange £ a partir das coordenadas originais
q. Designando entao por 7 e p respectivamente os momentos generalizados associados a &
e a q, temos de determinar a transformagao canénica que permite passar os q,p para &,n
sabendo que entre £ e q a relacao é dada por (A.16). Ora o momento 7 conjugado com & é
dado por

5L(§75)
/3"

N = = /\kék = n = Aé . (A.34)
Donde, por (A.16) e (A.30)
n=A{=AST'q=AST'Alq=A(AS)"'p = p=A"'ASy.

Ou seja, temos a transformagao

q=S¢
q,p—&n: {p _ A-1ASy (A.35)
a qual é efectivamente candnica pois que (teorema do chinés)
__dap) _ [?f@? 3;%] s o ]
o |58 ZB| |0 AT'AS|’
donde vem
R ST 0] [0 1] S o0 ]
OA~'STAT -1 0| [0 AT'AS
:[ 0 AlsTAS] _ [o 1] _,
—A~!STAS 0 -1 0 '
Pode alids ver-se que esta transformacao admite funcao geradora da forma
Fy=Fy(q,n)=q A""ASy . (A.36)
As férmulas (A.35) dao, com efeito
g{i - % (qTA’lASn> — (AT'ASR), =
g:; _ a(zk (qTAflASn> _ 818% (nTAflsTATq) _ (AflsTATq>k _

— (Afl(STATS)S’1q>k =(8"q), =& .
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Tendo em conta (A.32),(A.35) a expressao do hamiltoniano nas novas coordenadas &, vem
1 _ 1A 1
Hgn) = S AT'STADAT(ATIAS)) + 5 (¢'81)B(S¢) =

1 1
= 5nTA*ZSTAsn + 5gTSTBSn —cte=h

ou seja
Loty Loty g2
H(gn) = 577 A7+ 56 AKTE =
N (A.37)
Z ( 2 4 k2§n) = " H(¢.m) =cte=h,
n=1 n=1
donde as equagoes de Hamilton
_ — 1 ¢ 2¢
€7l - ann An n ) _— gn + kn n =0 . (A38)
Mo = 35 ==k Sn M = Anén
A eliminacao de dt entre as primeiras equagoes anteriores conduz aos integrais primarios
0
9n _ T 32p2e e pdn =0 —s 02 4+ A2K2E2 —cte, . (A.39)

Onn  A2K2E,

Nas novas coordenadas candnicas &,7 o sistema é obviamente separavel, e a equagao de
Hamilton-Jacobi toma a forma?

N 2
(e 2O) oL (L (GE) waiet) <n
n=1 n n
donde, fazendo
N
K(§) = K(&,&,...,én) = Y Kn(&) (A.41)
n=1

se obtém N N
L1 (dK, (f’n) 202 _
1 (M) o) s ner -
n=1 n=1
Como os &, sao independentes entre si, o mesmo acontece com os f,, pelo que cada um
deles terd de ser igual a uma constante:

1(dKn(5n>

2
Ly o0 _ _
. d, ) + 5)\,114:”5” =cte=a,, com ;an =h, (A.43)

donde, integrando?

2
<<”((;£(’fn)> = A (20 — Ak2E2) = Kn(&n) = /\/)\ (20 — Mik252) dsn, + cte .
i (A.44)

3Nao confundir a fungdo de Jacobi K(g) com a matriz diagonal K de elementos &, !
4Equacéo diferencial ordindria, mas nio linear!
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Nota. Os sinais + e — reflectir-se-ao adiante num integral fechado em que se toma + ou —
consoante a libracdo é executada num sentido ou noutro.

Quanto a funcao de acc¢ao, toma a forma

S({,t,a) :S(fl,gg,...,fN,t,Oél,OéQ,...,O[N) :K(€7t7a)_ht:
(A.45)

&n
- ZKn(gn,t,a) —ht = Z :l:/ VA (200, — A\pk2s2) ds, — ht + cte, |

a partir da qual, pelo teorema de Jacobi, se pode reencontrar a solucao do movimento:

0S
= e = VA (20 — A\ik2€2)) = nf + N2K2EE = 200\,
59 (A.46)
—Bk = Bor
Na expressao de S hd que adoptar N constantes independentes «aq, o, ..., ay, podendo h
ser ou nao uma delas®. Supondo entdo que as N constantes independentes sdo oy, ag, . .., ay

e que h vem dado em funcgao delas, isto é, Y o, = h = % =1, segue-se que

&n
_B,=22 4 ds, —t = +— ke | =t (A4
B e, /\/2Oén)\n S vIE s knarcsen ( e, I3 ) (A.47)

n-'nTn

atendendo a que f \/ﬁdaz = 4arcsen (%x) +cte; = —arccos (%x) +ctes. Temos entao

En(t) = iﬂkisen (o (t — B1)) = An(atm, )08 kit + Buy(m, B)sen kint . (A.48)

Para obtermos as varidveis angulares e de accao Jg, 0, calculamos os médulos de periodi-
cidade:

2

nvn 0 n

que tém as dimensoes de uma energia dividida por uma frequéncia. Em consequéncia,

temos
 kndy

Qp = ,
2T

(A.50)

donde a expressao tipica da energia total (hamiltoniano) expressa nas coordenadas de acgao,

N N
1
H=h= E Odz':fg k‘iJZ’:H(J):H(Jl,Jg,...,JN), (A.51)
i=1

; ™~
1=1 =

*Ver acima: 3" ay = h.
n
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e a forma das equacoes do movimento nas coordenadas Jy, 0:

. oH k, kn,
0, =——=—=v, — 0, = —t-+cte =uv,t + cte,
oJ, 2w 2
(A.52)
J OH 0 = J t
00,

Utilizando uma linguagem muito sugestiva, directamente inspirada no caso bi-dimensional,
diz-se entao que o ponto representativo (PR) do sistema se desloca na superficie de um toro
N-dimensional. Para n = 2, tal é efectiva e rigorosamente o caso, com a posi¢cao do ponto
representativo identificada a todo o instante por duas varidaveis 01, #2 que mais nao sao que
os dois azimutes (interno e externo) do toro no espago fisico habitual, ambos percorridos
com velocidade angular constante v, = 7. O caso particular de uma trajectéria fechada
(sobre a superficie do toro) corresponderd entao & existéncia de um instante (e portanto de
infinitos instantes — donde a periodicidade!) ao fim do qual cada um dos azimutes terd
varrido um certo nimero inteiro de radianos (néo necessariamente o mesmo).

A.1 Teorema de reducao simultanea a forma diagonal de
duas matrizes simétricas definidas positivas

Teorema A.l. Dadas duas formas quadrdticas reais de ordem N definidas positivas de
coeficientes constantes e simétricos,

1 & 1 1 & 1
3 Z ArsWpWs = §WTAW 3 Z brsw,rws = §WTBW ,

r,s=1 r,s=1

ars = agr = AT = A bys = by =BT =B,

existe uma matriz S real, constante, reqular e N x N, tal que a transformacdo de varidveis

N
We—n o W = Sp (wkzzsikni>

=1

Figura A.1: Toro bidimensional (n = 2).
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permite escrever as duas formas quadrdticas como soma de quadrados com coeficientes
constantes e positivos:

N |

N
1 1 1 1
“WTAW = —(Sy)TA(Sn) = =n"(STA TAn =Y
5 2(Sn) (Sn) 57 (S'AS)n=_n An > 2 Nelie

1 1
51 AKP =2 Ankq
k=1

(Ax positivo) .

1 1 1
§WTBW = §(SU)TB(S77) = inT(STBS)U

onde definimos as matrizes diagonais A e K2, de elementos
M= >0 (K = k2,

onde os k? = k2 sdo dados por
det(k*’A —B) =0 .

Em resumo, o teorema afirma que
STAS=A>0 e S'BS=AK?
sao diagonais e positivas.

Demonstracdo. Trata-se portanto de determinar uma matriz real S tal que STAS e STBS
sejam diagonais e positivas, sendo A e B simétricas e definidas positivas. A demonstragao
faz-se por indugao, ou seja, admitimos que o resultado é valido para matrizes (n—1)x (n—1)
e prova-se que isso implica que seja igualmente valido para matrizes n X n. Dadas entao
duas matrizes reais A e By de ordem (n — 1) x (n — 1) simétricas e definidas positivas,
existe, por hipdtese, uma matriz real e regular S; tal que SlTAlsl e SlTBlsl sao diagonais
e positivas.
Comecemos por considerar a equacao de grau N em s,

det(sA—-B) =0, (A.53)

que nos permite determinar N valores para s, e onde A e B sfo matrizes n X n reais,
simétricas e definidas positivas. E evidente que os valores de s obedecendo a esta equacao
sao todos reais e positivos.

Com efeito, e designando por sy uma solu¢do da equagao, o sistema de Cramer (de
orden N, linear e homogéneo nos w)

|S()A - B‘Wo =0 (A54)

admite solu¢ado nao nula (a matriz dos seus coeficientes tem determinante nulo), que de-
signamos pelo vector coluna Wy, eventualmente complexo. Segue-se, multiplicando a es-
querda pelo vector linha W{)T = Wg

W BW

A55
W) AW (4.55)

0=W] (soA — B) W, = syW AW, — WIBW; — sy =

e como, em virtude das propriedades de A e B, o numerador e denominador sao reais e
positivos, o mesmo acontece com sg.
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Podemos entao escrever para todos os s dados pela equacao (A.53)
s=k?, (A.56)
com k real e obedecendo a equagao (A.53),
det(k’A —B) =0, (A.57)

a qual admite N raizes k%, k%, e k]zv, todas reais e positivas (algumas eventualmente iguais
entre si).
Seja entdo o vector coluna W (real) associado & raiz k7,

W;: (A-B)W;=0, (A.58)

e com ele construimos a equagao (no vector coluna W)

W/, AW =0, (A.59)
que obviamente admite N —1 solugoes No, N3, ..., Ny, reais, ndao nulas e independentes entre
si:

WiAR, =0, WiAR3 =0, ---, W]ARy=0. (A.60)

Ezercicio 27. Provar que num espaco vectorial real de dimensao N existem N — 1 vectores
reais ortogonais a um vactor dado qualquer.

Designemos entao por T uma matriz cujas colunas sao W1 e Ng, N3, ..., Ny:

Como as suas colunas sao todas independentes entre si, a matriz é regular.

Ezercicio 28. Provar que, como se disse acima, os N sao independentes entre si. Quanto a
Wi, tem de ser independente dos N pois se o nao fosse seria uma sua combinagéo linear e
como cada um deles é solugao de (A.59), W também o seria, isto é WIAWl = 0, contra
a hipStese de A ser definido positivo, a qual implica W' AW >0 — e ndo > 0! — para
todo o W.

Por outro lado, vem por (A.60)

T'AT = [WiRoR3 - Ry A [WiRoRg - Ry ] =

W/AW, W/AR, --- W/ ARy W/AW,; >0 0 --- 0
_ | naw, : _ 0 :
NyAW, oo .o NyARy 0 .- 0 NyARy

Definindo entao
i = W;AWi >0 (A.62)

e a matriz Aj real, simétrica, definida positiva de ordem (N — 1) x (N — 1) e de elementos
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segue-se que
A>0 - 0

0

TAT = ) . (A.64)
. At

0
Ezxercicio 29. Provar que a matriz A é definida positiva.
Demonstragdo. A matriz A é efectivamente definida positiva. Com efeito, se A é definida
positiva, também o serd M AM, onde M é uma matriz qualquer. Para um vector coluna
u qualquer,

u' (M"AM)u = (Mu) A(Mu) >0 .

Em particular, tomamos para u um vector cujo primeiro elemento é nulo e os outros quais-
quer, u' = [0,u2,us3,...,ux] = [0,v]; e para M uma matriz que se obtém de T onde a
primeira coluna é tomada qualquer ¥y (recordar que os NoN3 - - - Ny ndo sdo quaisquer mas
determinados como acima ficou dito), M = [R1NgR3 - -+ Ny]. Vem entao:

N N
0<u' (M'AM)u= > u;(MTAM);ju; = > u(M'AM;;)u; =
ij=1 1,j=2,3,...
N N
= Z ’U,iNZTANj’U,j = Z ui(Al)ijuj y
1,j=2,3,... 1,j=2,3,...

ou seja (com v vector coluna qualquer de dimensdao N — 1) v/A;v > 0, pelo que a matriz
A, de ordem (N — 1) x (N — 1) é definida positiva, g.e.d.. O

Tornando a equacao (A.58), dela se obtém, tendo em conta (A.62),
BW, = k&AW, — W/ BW, = BXW/AW; = ki) , (A.65)
e tendo em conta (A.60),
KIAW, = BW; = k{N;AW; =N BW; = NBW =0. (A.66)

Utilizando as férmula anteriores, vem entao

W/BW; W/BX, --- W|/BRXy
T'BT = [WiRyR3 - Ry B[WRoR3 - - Ry] = N;3W1 | ,
N;]éWl N;ENN
donde, por (A.65) e (A.66),
MEZO -0 ME2>0 0 - 0
TBr=| " = 9 : (A.67)
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Tal como acima, e pelas mesmas razoes, pode ver-se que a matriz B; de ordem (N — 1) x
(N — 1) assim definida é real, simétrica e definida positiva.

Fagamos agora intervir a hipdtese de inducao, a qual assegura a existéncia de uma
matriz real S1 de ordem (N — 1) x (N — 1), real, regular e tal que S{ A1S1 e S{ B1S; sdo
diagonais e positivas. A partir de Sy construimos entdo uma matriz N x N assim definida:

10 --- 0
0
S=TS| comS|=|, (A.68)
: Sl
0
Pode entdo ver-se que ST AS e STBS sio efectivamente diagonais:

STAS = (TS))TA(TS)) = S| (T'AT)S} = [1 0] [Al 0] [1 0] _

0 S/||0 Al |0 S;
A >0 (A.69)
_ A1 0 B Ao >0
10 SJAS| Az >0
onde Ao, Az, ... sao os elementos da matriz diagonal e positiva SIAlsl. Andlogamente se
veria que:
)\1]{3% >0
Xok2 >0
T o 2
S'BS = )\314:% <0 (A.70)

Quanto as formas quadréiticas W' AW e WTBW, vém dadas por somas de termos quadra-
dos com coeficientes positivos nas varidveis 7 = (n;):

A1

Ao N
WTAW = (Sn)"A(Sn) =7 (STAS)p=n" s n=>_Mnp (AT1)
k=1

W' BW = (Sn)'B(Sn) =n' (S'BS)p =
Ak

Aok

N
A.72)
_ T _ 2.2 (
=7 )\3]’6‘% n= z:l Ankyny,

A finalizar, acentue-se que os k2 sdo dados pela equacio (A.57), e estdo portanto determi-
nados pelas matrizes A e B. ]



Apéndice B

Resultados matematicos uteis

B.1 Multiplicadores de Lagrange

Sendo dado um pfaffiano cujos coeficientes sdo certas fungoes de ¥ = (z1,z9,...,2N),
pretendemos determinar os valores destas IN varidveis que anulam o pfaffiano Vdx:

N
60 = Ai(#)dx; =0 . (B.1)

i=1
Se as varidveis sao independentes, é claro que a solu¢do vem dada por Ag(Z) = 0 (k =
1,2,...,N). Com efeito, sendo os d¥ = (dx1,dxs, ...,dzy) independentes podemos tomar,
em particular, dz; = 0, dzg = dzg = ...dzy = 0, donde resulta A;(Z) = 0. E procede-se

analogamente com os outros coeficientes.
Se as IV varidveis nao sdo independentes, o raciocinio anterior ja nao é véalido. Supon-

hamos entao que entre as varidveis 1, z9, ..., zy existem p relagoes da forma gs(¥) = Cs,
s=1,2,...,p:
gl(xlax2a “ee ,SUN) - Cl
92(x1,22,...,2N) = Co
? : (B.2)
gp(l’l,l’g, . ,.CCN) = Cp

ou, equivalentemente, sob a forma diferencial

N
d9s

dgszza—xidxizo, s=1,2,...,p. (B.3)
=1

Nota. A teoria adapta-se facilmente de modo a incluir outros tipos de “ligacoes” mais gerais
que g5(Z) = Cs.

Naturalmente, e para que nao haja sobredeterminacao nas variaveis, tera de ser
p<N . (B.4)

Segue-se que de entre as N varidveis podemos considerar N — p como independentes (por
exemplo, as varidveis Tp11, Tpt2,...,2n) vindo as restantes p (21, 22, ..., zp) como fungoes

198
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daquelas. Donde:
dl‘l,dl'Q,. ..,dl'p,d:l?p+1,dl‘p+2,. . .,dl‘N . (B.5)

independentes

Construimos entao a seguinte expressao (a qual, em virtude das equagoes (B.1) e (B.2), é
nula):

Ai(@)dr; + Y Asdgs =0 (B.6)
Z )3

s=1

onde Aj, Az, ..., Ap s@o certas fungdes de # (os chamados “multiplicadores de Lagrange”)
que adiante determinaremos. A mesma expressao escreve-se ainda

N p
> Apdap + ) Adgs = Z Apdazy, + Z As ( 99 dx,> dgs =
k=1 S1

095
:kZ:l Ak+;>\saik]dxk:0.

Vamos entao determinar as p funcoes As; de modo a que os p primeiros coeficientes do 1ltimo
membro venham nulos:

(B.7)

p
dgs
A+ Y Mg =0, k=12...,p (B.8)

(o que, em principio, é possivel, tratando-se de um conjunto de p equagoes determinando p
incégnitas). Em consequéncia, a peniltima equagao reduz-se a

N
0
> AHZA gs—o]dg:k_o (B.9)
k=p+1 s=1
Mas, atendendo a que os diferenciais dx,41,dzp12,...,dzN sao, como se disse, indepen-

dentes, podemos aplicar aqui o raciocinio habitual para esse caso (ver acima) vindo entao

Ak+Z)\58xk:0, k=p+1,p+2,...,N. (B.10)

Ou seja, reunindo as equagoes (B.8) e (B.10), temos as N equagoes

99s
Ak+z>\ axk— k=1,2,...,N (B.11)

que, juntamente com as p condigoes
gs(x1,xe,...,an)=Cs, s=1,2,...,p (B.12)

determinam N + p incégnitas: as N varidveis & = (z1,z2,...,2y) € os p multiplicadores
A, A2, A
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B.2 Integrais tteis

—+o0
/ 0?2 gy VT . (B.13)
a
—00
+00 +oo
/ e_‘1252d3 / e_aszdS _ (') _ // e_a2(x2+y2)dxdy = (') =
o — 00 (z,y)€R?
+o0 or 10
— / e a 7'2 . 27_‘_7,, . d,r — _27;2 /(—2@2)rea2r2d7“ e
0 0
_ T [ —a2r2}+oo _ T
_a2 0 o (I2
(B.14)
+oo T T
x2eia2w2dx _ 1 [L‘(—2(12x) . ef(zQx?dx — L |:$efa2x2:| +oo o eia2x2dl‘ =
—2a? —2a? -
_ L (VY _
- —2a2 a ) 243
(B.15)
+oo +oo
3 —a%x? 1 2 2 —ata?
x’e do = a2 | * (—2a°z) - e dz =
0 0
n +
B 1 |:2_a2x2:|+oo a a*z%9..4 _i i a2$22d =
o2 V1T 0 © rer 22 | © e
0 0
“+o0o
1 2 a’x? 1 —a??] T 1
=53 (—2a°r)e dx——ﬁ [ }0 T 944
0
(B.16)
+o0 oo
4 axzd 7_i _22 a’z? Sdf
e T=5a [ (F2fw)et T atdr =
0 0
n +
B i [ 02a? 3]+oo ~ —a2z 3 2d _i r —a2x2 2d _ l —
242 o ¢ A TS T
0

(B.17)
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B.3 Coordenadas esféricas

x1 =r1-senf - cos¢
(z1,22,23) < (r,0,9) : xo=r-senf-sen¢ - (B.18)

z3 =1 -cosf

e 0, ¢ sao dados em radianos.
e Elemento de drea: dS = rsenf - d¢df = r?sen 6 - dgdf.

e Elemento de volume (ver seccio B.4): dV = dwodzedas = ... = r?send - drdfdde =
r2dr - sen0dfde¢ = T = r2dr - dQ.

B.4 Angulo sdlido

Seja L o comprimento do arco de circunferéncia e a o angulo plano subtenso por L. Por
definigao, a (em radianos) é

L r
— = (teorema de Tales!) = — .
r r

o =

A nogao de angulo sélido é a generalizagao desta nogao para 3 dimensoes: o angulo sélido

fica determinado pela superficie conica identificada pelo centro da esfera e por uma linha

fechada (simples) da superficie esférica. A sua medida, em estereo-radianos, vem definida
por

S S’

Q= 2= (teorema de Tales!) = e (B.19)

Como a medida da drea S varia entre 0 e 4772, vem § € (0,47). Em particular, para um

angulo solido elementar, tem-se

dQ:dS

1
dQ = — =|= —r’sen §dfd¢ = sen #dfd¢ . (B.20)
r r —_—

Seja agora (ver figura B.2) um elemento de superficie no ponto @ que nao pertence a
superficie de uma esfera de centro num outro ponto P, e considere-se o angulo sélido
subtenso por aquele elemento de superficie e pelo centro em P. Projectando um sobre o

- —
outro, vem dSp = dS - versor(|QP|) = dS - cosa. Donde o seu angulo sélido

dSy dS-cosa
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Figura B.1: A esquerda: representacdo do

angulo plano « subtenso por L. A direita:

generalizacdo a trés dimensoes, com repre-  Figura B.2: Representacdo de um elemento
sentacao do angulo solido w. de superficie no ponto Q.

B.5 Propriedades da funcao de Gauss
A funcao de Gauss unidimensional tem a forma bem conhecida
G(x) x e 0 — G(z) = cte - e zeR, (B.22)

com a segunda derivada negativa na regiao (—a—\l/i, +a%/§> , sendo portanto esta regiao tanto

mais pequena quanto maior for o valor de a. Se admitirmos que G(z) tem o significado de
uma densidade de probabilidade, a constante multiplicativa vem fixada pela condicao de
normalizacao:

+oo +o0
1= / G(z)dr = cte / ey = cteﬁ — cte= —— (B.23)
a N3

donde a expressao normalizada de G(x):
cem VT (B.24)

Calculemos o momento de segunda ordem (vamor médio do quadrado da distancia x) para
a distribuicao gaussiana:

+oo +oo
2 _ 2 a 2,—a%a? a 7 1 2 1

donde a forma de G(x). Fazendo realgar este valor estatistico fundamental que determina
completamente a forma da distribui¢ao canénica

1 _a?

G(x) = ce2? B.26
(@)= 2o (B.26)

;
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203
para trés dimensoes a generalizacao é imediata e vem:
—a?? _ a’ —a?®2
+oo 1
2= /FQG(F')d:B — a’ = 335 (B.28)
e !
)
1 _r
G(r) =

(B.29)



Apéndice C

Problemas

Fisica Estatistica Classica

1. Mostre que o teorema de Liouville,

d
— dqd =0
t

vélido para uma regiao D; arbitraria do espago das fases (¢, p) nao é em geral ver-
dadeiro no espago das varidveis lagrangeanas (g, ¢). Determine para esse espago uma
funcao de peso que corresponda a uma medida invariante.

2. Mostre que a medida

M(D) = /dQ1dQ2"'dQNdp1dp2"'de
D

definida no espago das fases é invariante para uma transformacao canodnica.

3. Considerando o plano enquadrado pelas varidveis ¢, ¢§ = ¢(t), determine as trajectérias
e a variacao temporal do elemento de drea dgdqg para os seguintes sistemas:

(a) Particula sujeita a uma forga de atrito proporcional a velocidade.

(b) Oscilador harménico com pequeno atrito, proporcional & velocidade.

4. Considere um conjunto de sistema hamiltonianos idénticos, N-dimensionais, em nime-
ro suficientemente grande para que se possa definir uma densidade associada aos
pontos representativos dos sistemas no espago de fases, p(q1,q2,...,pn,t). Existe
uma analogia entre, por um lado, esta densidade e a sua evolucao no tempo e, por
outro lado, a variagdo da densidade p(z,y, z,t) de um fluido real no espago habitual
tridimensional. Para ambos os casos é valida a equacao de continuidade,

%div (pv) =0,

204
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exprimindo, no segundo caso, a conservacao da massa e, no primeiro, a do nimero
total de sistemas. Para o espaco das fases o vector velocidade ¥ tem obviamente as 2N
componentes ¥ = (¢, 42, ...,pn). No ambito desta interpretagdo hidrodinamica da
representacao de um colectivo de sistemas no espaco das fases deduza a conservacao
da medida do volume em fase dV = dqidga . ..dpy (teorema de Liouville).

5. Seja p(q1,q2,-..,pN,t) = p(q,p,t) uma densidade de probabilidade definida em todo
o espaco das fases I', obedecendo ao teorema de Liouville e tal que p(|g| — o0) =
= p(|p| — o0) = 0. Admitindo que o hamiltoniano é da forma H = H(q,p) =T (p) +
V(q) (varidveis distribuidas separadamente por T' e V'), prove que

d
- F(p)dgdp | =
dt/(p)qp 0,

r

onde F' é uma fungao qualquer de classe €1, sendo F'(0) = 0.

Nota. O integral é tomado em todo o espago das fases I'.
6. Seja um sistema descrito por N pares de varidveis ug, v; € cuja evolucao no tempo é

dada por um conjunto de 2N equagoes da forma

1 OR 1 OR
==, ’Uk:_i ) k::1727"'7N7

Q 8’Uk Q 8uk
sendo R e @ fungoes de classe C; das varidveis u,v (mas nao do tempo t). Trata-se
de uma generalizacao da nocao de sistema hamiltoniano, a qual é um caso particular
desta com ) = 1. Mostre que R é um integral do movimento e que

/Q(u, v)dudv
Dy

Uug,

permanece invariante ao longo do movimento. (D; é um dominio finito qualquer do
espaco das coordenadas u,v.)

7. Seja f(Z = (¢,p)) uma funcado definida no espago das fases I' = (¢, p) e f(P) a média
temporal de f ao longo da trajectoria que parte em ¢t = 0 de um dado ponto P de I':

f(P) = lim 1/f(:E’=<,B(P,t))dt.

(Por J(P,t) designamos portanto uma trajectéria em I'" que admite P como condigao
inicial no instante t = 0, isto é, (Pt = 0) = 0—15) Admitindo que este limite existe
para todos os pontos P de ', mostre que o seu valor ndo depende do ponto (sobre a
mesma trajectéria) escolhido para ponto inicial.

Nota. Admita que H = H(q,p) = cte, donde a autonomia das equagoes de evolugao.

8. Considere um oscilador harmoénico anisotrépico tridimensional e escreva as equagoes
do seu movimento em varidveis angulares e de accao. Mostre que para que a trajectoria
do ponto representativo sobre a superficie toroidal definida por J; = cte; (i = 1,2,3)
seja fechada é condigao necessaria e suficiente que os quocientes das frequéncias sejam
racionais.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. Calcule a medida V(E) do volume do espago das fases para os seguintes sistemas.

(a) Oscilador harménico unidimensional.

(b) Particula relativista com energia F movendo-se num dominio tridimensional
finito.

Considere um sistema constituido por um grande nimero de osciladores harmoénicos
unidimensionais, independentes e idénticos. Calcule para este sistema a medida do
volume no espago das fases V(E), a entropia e a temperatura.

Verifique que no caso da distribuicao microcanodnica a expressao —klog Pr da o valor
da entropia.

Considere um recipiente cilindrico orientado na vertical Oz, de altura h e area da
base S, situado no campo gravitico habitual de potencial U = mgz e contendo no seu
interior uma mistura de dois gases ideais em equilibrio a temperatura 7', constituida
por N1 e Ny particulas de massas mj e mg, respectivamente. Determine

(a) a pressao que se exerce sobre a parede do topo do cilindro e

(b) a posicao do centro de massa do gas.
Estude o caso limite correspondente a altura infinita.

Um gés ideal com N particulas idénticas de massa m em equilibrio a temperatura T'
estd contido no interior de um cilindro vertical fechado o topo por um pistao mével
de massa M. Seja entdo o sistema total formado pelas particulas do géas e pelo pistao,
sendo este considerado como um corpo de massa M e possuindo um grau de liberdade
préprio (a acrescer aos que estao associados as particulas do gés). Supomos o pistao
solicitado pela forca da gravidade, accao que desprezamos no caso das particulas do
gés. Determinar a energia livre do sistema total e a equagao de estado do gés.

Seja uma distribuicdo canodnica correspondente a um equilibrio & temperatura T, e
F(q,p) uma funcao da fase ¢, p. Indique condigoes suficientes para que se tenha

OH OH OH OH
oo = oe ¢ Fop Moy,

Determine o valor da energia de uma particula unidimensional em equilibrio com um
termostato a temperatura 7T', e movendo-se sob a accao de um pontencial exterior da
forma U(q) = cte ¢*", com n inteiro e cte > 0.

Considere um gés constituido por N > 1 particulas idénticas contidas num recipiente
de volume V', em equilibrio a temperatura 7. Sendo a interaccao entre quaisquer
duas dessas particulas (i e j) traduzida por meio de um potencial da forma ¢;; =
#(|7; — 7j]), o hamiltoniano do géds vem dado por

N 9
H(T,p)ZZ%‘F > ik -
i=1 i

1<k<i<N
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(a) Mostre que a fungao de particdo deste géds se pode escrever sob a forma Z =
Zy - Zint, em que Zy € a fungao de particao do gas ideal e

1 1 . .
ZintEV]V/"'/eXP LT Zﬁbij dry...dry .

7yt
1<j<i<N

(b) Definindo f = e T —1e supondo que se tem ;f—% < 1 (discuta as hipdteses

fisicas traduzidas por esta desigualdade!) prove que
N(N-1) [
-1
Tt = 1 + ¥ /f(r)47rr2dr =14+C
2V
0

C’>.

e que a equacao de estado tem a forma pV = kT(N — o

17. Considere um gas de particuals relativistas em que a particula nimero 7 tem impulsao
e energia iguais a, respectivamente,

- mﬁl -9
Pi = ——— e E; = \/c?p? + m2ct

em equilibrio a temperatura T'. Mostre que se tem

1 =2
My

=2
1— Y%
c2

18. Considere um gas constituido por N particulas independentes contidas num recipiente
de volume V. Admitindo que para essas particulas é valida a chamada aproximagao
ultrarelativista que consiste em tomar E = pc (correspondendo a velocidades proximas
da luz), deduza a termodinamica do gés.

1
= kT .
ok

19. Considere o calculo sobre a aplicagdo da equiparticdo aos modos normais de um
campo electromagnético num recinto paralelepipédico (lei de Rayleigh—Jeans). Faca
um calculo analogo para o campo unidimensional associado a uma corda vibrante com
extremos fixos a distancia finita.

20. (a) Sendo Q;(E1) e Qa(FE2) as fungoes de estrutura das duas componetnes de um
dado sistema com fungao de estrutura Q(F), prove que se tem

[e.o]

(E) = / 1 () a(E — y)dy .
0

(b) Considerando um sistema energética e materialmente isolado (energia E' e nimero
de particulas N constantes) constituido por dois subsistemas que podem tro-
car entre si energia e matéria (particulas), relacione Q(E, N) com Q4 (E1, N1) e
Qy(Ea, No), sendo Ej, e N (k= 1,2) a energia e o nimero de particulas de cada
subsistema.
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

Considere a demonstragao segundo a qual a maximizagao de

Q(E/)Q/I(E/I — E _ E/)
Q(E)

Pr(H' = E',dE") = dE’

é equivalente, sob certas condigoes, & igualdade de temperaturas de dois corpos
macroscopicos em contacto térmico, estando isolado o conjunto desses dois corpos.
Generalize essa demonstracao para o caso em que os dois corpos podem trocar particulas
entre si, sendo constante o niimero total de particulas.

Deduza para a distribuicao gran-candnica o resultado correpondente aos dois lemas
de Gibbs deduzidos para a distribui¢ao candnica.

SeJa uma particula com momento dipolar p’ (isto é, em presenga de um campo ¢ eléctrico
E a energia de interacgdo entre a particula e o campo vem dada por —p - E) sendo
p de moédulo constante e orientacdo qualquer. Determine a polarizagao de um gas
constituido por N > 1 dessas particulas, em equilibrio a temperatura T e em presenga
de um campo eléctrico constante E.

A deducao anterior transpoe-se imediatamente para o caso de um gas em equilibrio
a temperatura 1, formado por N > 1 particulas idénticas, todas com momento
magnético i (de mddulo constante e orientacdo qualquer). Sob a acgao de um
campo magnético constante g, a energia (magnética) de cada particula vem dada
por H,, = —ji- B. Determine a magnetizacao do gas e a susceptibilidade magnética.
Mostre que para altas temperaturas se obtém a lei de Curie, M o T~!, e determine
a constante de proporcionalidade.

Considere uma situagao idéntica a do problema 24, mas supondo agora a discretizacao
dos niveis de energia magnética, ou seja, cada particula possui um momento magnético
intrinseco fi de tal modo que sob a acgdo de um campo magnético constante B cada
dipolo ji s6 pode estar orientado paralela ou antiparalelamente a B. Determine a mag-
netizagao e a susceptibilidade magnética, e compare com os resultados do problema
24.

Consideremos um gas em equilibrio a temperatura 7', constituido por N > 1 particulas
de carga eléctrica (comparar com as condigoes fisicas do gds nos problemas anteriores,
23-25). Sendo

=2
H = Z <§7er + U(FS)> = H(Fhfév o 7ﬁ17ﬁ27 .. )

o hamiltoniano do 31stema na auséncia de campos exteriores, sabe-se que na presenca
de um campo magnético B = rot A a energia do gas é dada por

=3 (;ﬂ (2 d) + U(@)) =
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onde 75, ps e e; designam respectivamente a posicao, impulsdo e carga eléctrica da
particula nimero s. Mostre que neste contexto (Fisica Estatistica Classica) ndo existe

diamagnetismo, ou seja,
ov

o~

Teoria do Movimento Browniano

1.

Um gés ideal constituido por N particulas independentes contidas no volume V e em
equilibrio a temperatura T' estd sujeito a um campo exterior derivando de pontecial
U = U(F). Calcule a probabilidade de encontrar n particulas num volume v < V.
Considere os casos N > nel < n~n < N. considere também o caso de inexisténcia
de potencial.

Nota. Este problema tem varios desenvolvimentos possiveis. Recomenda-se a resolugao sob a
orientagao do professor.

. Considere uma particula deslocando-se aleatoriamente sobre uma recta, de tal modo

que no deslocamento nimero j a sua posi¢do s6 pode variar de «; ou f; (constantes)
e com igual probabilidade. Utilizando o teorema de Markov determine a variagao total
da posicao da particula ao fim de N deslocamentos. Estude o caso particular a; =
:|:A, ﬁj = :FA

—

O teorema de Markov d& a expressdo da densidade de probabilidade Wy (R) para que
uma dada particula partindo da origem e sofrendo deslocamentos aleatérios se encontre
em R ao fim de N deslocamentos. Nesta evolucao a particula encontrar-se-4 numa certa
posicao R’ ao fim de N’ < N deslocamentos. Considerando o caso unidimensional, prove
que a aditividade do teorema de Markov calculando directamente a expressao

/ wi NN Ry w (R - BhaR

(O seguinte é uma versao do teorema H). Considere um processo de difusao browniana
de uma particula de massa unitaria em presenca de uma forca exterior derivando de
potencial [= —grad 7 U (7). Admita que o processo é regido pela equagao de Smolu-
chovski e que a cada instante é possivel definir uma “energia livre” ¥ (t) = U — TS, em
que

U= / U (P, 1)d7 = T (1)
S = —klogw = k:/w(f’, t)logw(r, t)dr = S(t) .

A integracao é realizada em todo o dominio espacial onde tem lugar o processo de difusao.

dy
(a) Mostre que se tem 5 < 0.

(b) Prove que o valor minimo da energia livre (considerada como funcional da dis-
tribui¢ao de probabilidade w(7,t)) se obtém quando w é uma distribuicao boltz-
manniana.
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Fisica Estatistica Quantica
1. Considere a matriz densidade p correspondente a um conjunto de sistemas quanticos.

(a) Mostre que o valor médio de uma grandeza fisica a que esta associado o operador
F é dado por Tr (pF).

(b) Mostre ainda que a evolugao no tempo da matriz densidade é regida pela equacao

op i
P 1,
ot h
2. Determine o niimero de estados quanticos possiveis para uma particula livvre de massa
m, contida no interior de um cubo de aresta unitaria e com energia compreendida
entre 0 e . Compare o resultado com a correpondente expressao do volume das fases
em Mecénica Cléssica.

3. Considere a dedugado da distribuicdo de Bose—Einstein e Fermi-Dirac a partir da
colectividade canédnica e da determinacao da distribuicao mais provavel. Prove que,
tal como em Mecénica Estatistica Classica, se chega aos mesmos resultados partindo
da colectividade microcanonica.

4. A curva correspondente a lei de Planck para a radiacdo do corpo negro tem um
maximo para uma certa frequéncia vy,x. Determine a dependéncia de vy, na tem-
peratura.

5. Determine o calor especifico a baixas temperaturas de um sélido traduzido pelo mod-
elo seguinte devido a Debye:

(a) O conjunto de N atomos constituindo o sélido é considerado, para efeitos do
cdlculo da sua energia, como um conjunto de 3N osciladores/modos normais
cujas frequéncias se distribuem ao longo de um intervalo superiormente limitado
w € (0, Wmax)-

(b) O ntmero de modos por unidade de frequéncia é igual ao valor %Lw)

spondente a um meio continuo onde as ondas correspondentes a vibragoes longi-
tudinais e transversais (estas eventualmente com polarizacao) se propagam com
uma certa velocidade v. (Esta aproximagao s6 é naturalmente vélida no dominio
das baixas frequéncias, ou seja, dos comprimentos de onda grandes comaparados
com as distancias interatémicas.)

corre-

Mostre que para um sélido uni- ou bidimensional o calor especifico a baixas temper-
aturas seria proporcional a T' e T?, respectivamente.

6. Considerando um sistema em equilibrio a temperatura 7', relacione o seu calor es-
pecifico C,, com o desvio médio quadratico da sua energia, 0 = E2—E>. Mostre que
para um sélido em equilibrio a temperatura 1" e cujo calor especifico obedece a lei de
Debye se tem 2 o< T°.



Apéndice C. Problemas 211

7. Utilizando a distribuigao gran-candnica,

Pr(n) ="V(n)- e’%T (QJFXS:(M_ES)TLS) — [v(n) . e’flT<Q+§(“S_€S)"S)]
ps=p

prove as seguintes férmulas para as flutuagoes dos niimeros de ocupacao:

Oik, - Mg (classico)

o (1 ¥ ) (EF)

(n —mni)(n —ng) =

Sugestao: parta da condicao de normalizacao e calcule ﬁ.
8. Utilizando a distribuigao gran-candnica, determine a forma aproximada da equagao de
estado dum gés perfeito quantico (distribuigoes de Bose-Einstein ou de Fermi-Dirac).

Nota. A partir da férmula (da termodinamica cldssica) ¥ + pV = G(T,p, N) = uN
ede Q = ¥ — uN, conclui-se que 2 = —pV! O resultado pretendido decorre da
comparacao das duas relagoes,

o0

Q=—pV N=-2"
p € 8”7

nas quais se introduz as expressoes conhecidas de Q (consoante as diferentes dis-
tribuigdes), procedendo em seguida a aproximagoes em

Kr—€s
ps =€ L1,
m
em que se desprezam 0s termos ps com m > 2.

9. Considerando a distribuicao gran-canénica para um conjunto de particulas em que
sao fixados o numero total de particulas N e energia média total E, prove que a
distribuicao dos nimeros de ocupagao que maximiza o valor da entropia,

S(cléssico) = _kzﬁs -logms + kzﬁs

S(BE) = —k Y Wg-logns £k Y (1+n5)log(1 +7y)
FD s s

¢é dado, respectivamente, pelas distribuicoes

exp (452) (cléssico)

ng = 1

om0
o () 71 VPP




GNU Free Documentation License

Version 1.2, November 2002

Copyright (© 2000,2001,2002 Free Software Foundation, Inc.

59 Temple Place, Suite 330, Boston, MA 02111-1307 USA

Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies of this license document, but
changing it is not allowed.

PREAMBLE

The purpose of this License is to make a manual, textbook, or other functional and useful
document “free” in the sense of freedom: to assure everyone the effective freedom to copy
and redistribute it, with or without modifying it, either commercially or noncommercially.
Secondarily, this License preserves for the author and publisher a way to get credit for their
work, while not being considered responsible for modifications made by others.

This License is a kind of “copyleft”, which means that derivative works of the document
must themselves be free in the same sense. It complements the GNU General Public License,
which is a copyleft license designed for free software.

We have designed this License in order to use it for manuals for free software, because
free software needs free documentation: a free program should come with manuals providing
the same freedoms that the software does. But this License is not limited to software
manuals; it can be used for any textual work, regardless of subject matter or whether it
is published as a printed book. We recommend this License principally for works whose
purpose is instruction or reference.

1 APPLICABILITY AND DEFINITIONS

This License applies to any manual or other work, in any medium, that contains a notice
placed by the copyright holder saying it can be distributed under the terms of this License.
Such a notice grants a world-wide, royalty-free license, unlimited in duration, to use that
work under the conditions stated herein. The “Document”, below, refers to any such manual
or work. Any member of the public is a licensee, and is addressed as “you”. You accept
the license if you copy, modify or distribute the work in a way requiring permission under
copyright law.

A “Modified Version” of the Document means any work containing the Document or a
portion of it, either copied verbatim, or with modifications and/or translated into another
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language.

A “Secondary Section” is a named appendix or a front-matter section of the Document
that deals exclusively with the relationship of the publishers or authors of the Document
to the Document’s overall subject (or to related matters) and contains nothing that could
fall directly within that overall subject. (Thus, if the Document is in part a textbook of
mathematics, a Secondary Section may not explain any mathematics.) The relationship
could be a matter of historical connection with the subject or with related matters, or of
legal, commercial, philosophical, ethical or political position regarding them.

The “Invariant Sections” are certain Secondary Sections whose titles are designated, as
being those of Invariant Sections, in the notice that says that the Document is released
under this License. If a section does not fit the above definition of Secondary then it is not
allowed to be designated as Invariant. The Document may contain zero Invariant Sections.
If the Document does not identify any Invariant Sections then there are none.

The “Cover Texts” are certain short passages of text that are listed, as Front-Cover
Texts or Back-Cover Texts, in the notice that says that the Document is released under
this License. A Front-Cover Text may be at most 5 words, and a Back-Cover Text may be
at most 25 words.

A “Transparent” copy of the Document means a machine-readable copy, represented in
a format whose specification is available to the general public, that is suitable for revising
the document straightforwardly with generic text editors or (for images composed of pixels)
generic paint programs or (for drawings) some widely available drawing editor, and that
is suitable for input to text formatters or for automatic translation to a variety of formats
suitable for input to text formatters. A copy made in an otherwise Transparent file format
whose markup, or absence of markup, has been arranged to thwart or discourage subsequent
modification by readers is not Transparent. An image format is not Transparent if used for
any substantial amount of text. A copy that is not “ITransparent” is called “Opaque”.

Examples of suitable formats for Transparent copies include plain ASCII without markup,
Texinfo input format, ITEX input format, SGML or XML using a publicly available DTD,
and standard-conforming simple HTML, PostScript or PDF designed for human modifica-
tion. Examples of transparent image formats include PNG, XCF and JPG. Opaque formats
include proprietary formats that can be read and edited only by proprietary word proces-
sors, SGML or XML for which the DTD and/or processing tools are not generally available,
and the machine-generated HTML, PostScript or PDF produced by some word processors
for output purposes only.

The “Title Page” means, for a printed book, the title page itself, plus such following
pages as are needed to hold, legibly, the material this License requires to appear in the title
page. For works in formats which do not have any title page as such, “Title Page” means
the text near the most prominent appearance of the work’s title, preceding the beginning
of the body of the text.

A section “Entitled XYZ” means a named subunit of the Document whose title either
is precisely XYZ or contains XYZ in parentheses following text that translates XYZ in
another language. (Here XYZ stands for a specific section name mentioned below, such
as “Acknowledgements”, “Dedications”, “Endorsements”, or “History”.) To “Preserve the
Title” of such a section when you modify the Document means that it remains a section
“Entitled XYZ” according to this definition.

The Document may include Warranty Disclaimers next to the notice which states that
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this License applies to the Document. These Warranty Disclaimers are considered to be
included by reference in this License, but only as regards disclaiming warranties: any other
implication that these Warranty Disclaimers may have is void and has no effect on the
meaning of this License.

2 VERBATIM COPYING

You may copy and distribute the Document in any medium, either commercially or noncom-
mercially, provided that this License, the copyright notices, and the license notice saying
this License applies to the Document are reproduced in all copies, and that you add no
other conditions whatsoever to those of this License. You may not use technical measures
to obstruct or control the reading or further copying of the copies you make or distribute.
However, you may accept compensation in exchange for copies. If you distribute a large
enough number of copies you must also follow the conditions in section 3.

You may also lend copies, under the same conditions stated above, and you may publicly
display copies.

3 COPYING IN QUANTITY

If you publish printed copies (or copies in media that commonly have printed covers) of the
Document, numbering more than 100, and the Document’s license notice requires Cover
Texts, you must enclose the copies in covers that carry, clearly and legibly, all these Cover
Texts: Front-Cover Texts on the front cover, and Back-Cover Texts on the back cover. Both
covers must also clearly and legibly identify you as the publisher of these copies. The front
cover must present the full title with all words of the title equally prominent and visible.
You may add other material on the covers in addition. Copying with changes limited to
the covers, as long as they preserve the title of the Document and satisfy these conditions,
can be treated as verbatim copying in other respects.

If the required texts for either cover are too voluminous to fit legibly, you should put
the first ones listed (as many as fit reasonably) on the actual cover, and continue the rest
onto adjacent pages.

If you publish or distribute Opaque copies of the Document numbering more than 100,
you must either include a machine-readable Transparent copy along with each Opaque copy,
or state in or with each Opaque copy a computer-network location from which the general
network-using public has access to download using public-standard network protocols a
complete Transparent copy of the Document, free of added material. If you use the latter
option, you must take reasonably prudent steps, when you begin distribution of Opaque
copies in quantity, to ensure that this Transparent copy will remain thus accessible at the
stated location until at least one year after the last time you distribute an Opaque copy
(directly or through your agents or retailers) of that edition to the public.

It is requested, but not required, that you contact the authors of the Document well
before redistributing any large number of copies, to give them a chance to provide you with
an updated version of the Document.
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4

MODIFICATIONS

You may copy and distribute a Modified Version of the Document under the conditions
of sections 2 and 3 above, provided that you release the Modified Version under precisely
this License, with the Modified Version filling the role of the Document, thus licensing
distribution and modification of the Modified Version to whoever possesses a copy of it. In
addition, you must do these things in the Modified Version:

A.

Use in the Title Page (and on the covers, if any) a title distinct from that of the
Document, and from those of previous versions (which should, if there were any, be
listed in the History section of the Document). You may use the same title as a previous
version if the original publisher of that version gives permission.

. List on the Title Page, as authors, one or more persons or entities responsible for

authorship of the modifications in the Modified Version, together with at least five of
the principal authors of the Document (all of its principal authors, if it has fewer than
five), unless they release you from this requirement.

. State on the Title page the name of the publisher of the Modified Version, as the

publisher.

D. Preserve all the copyright notices of the Document.

. Add an appropriate copyright notice for your modifications adjacent to the other copy-

right notices.

. Include, immediately after the copyright notices, a license notice giving the public per-

mission to use the Modified Version under the terms of this License, in the form shown
in the Addendum below.

. Preserve in that license notice the full lists of Invariant Sections and required Cover

Texts given in the Document’s license notice.

. Include an unaltered copy of this License.

. Preserve the section Entitled “History”, Preserve its Title, and add to it an item stating

at least the title, year, new authors, and publisher of the Modified Version as given on
the Title Page. If there is no section Entitled “History” in the Document, create one
stating the title, year, authors, and publisher of the Document as given on its Title Page,
then add an item describing the Modified Version as stated in the previous sentence.

. Preserve the network location, if any, given in the Document for public access to a

Transparent copy of the Document, and likewise the network locations given in the
Document for previous versions it was based on. These may be placed in the “History”
section. You may omit a network location for a work that was published at least four
years before the Document itself, or if the original publisher of the version it refers to
gives permission.

. For any section Entitled “Acknowledgements” or “Dedications”, Preserve the Title of

the section, and preserve in the section all the substance and tone of each of the con-
tributor acknowledgements and/or dedications given therein.
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L. Preserve all the Invariant Sections of the Document, unaltered in their text and in their
titles. Section numbers or the equivalent are not considered part of the section titles.

M. Delete any section Entitled “Endorsements”. Such a section may not be included in the
Modified Version.

N. Do not retitle any existing section to be Entitled “Endorsements” or to conflict in title
with any Invariant Section.

O. Preserve any Warranty Disclaimers.

If the Modified Version includes new front-matter sections or appendices that qualify as
Secondary Sections and contain no material copied from the Document, you may at your
option designate some or all of these sections as invariant. To do this, add their titles to
the list of Invariant Sections in the Modified Version’s license notice. These titles must be
distinct from any other section titles.

You may add a section Entitled “Endorsements”, provided it contains nothing but
endorsements of your Modified Version by various parties—for example, statements of peer
review or that the text has been approved by an organization as the authoritative definition
of a standard.

You may add a passage of up to five words as a Front-Cover Text, and a passage of up
to 25 words as a Back-Cover Text, to the end of the list of Cover Texts in the Modified
Version. Only one passage of Front-Cover Text and one of Back-Cover Text may be added
by (or through arrangements made by) any one entity. If the Document already includes
a cover text for the same cover, previously added by you or by arrangement made by the
same entity you are acting on behalf of, you may not add another; but you may replace the
old one, on explicit permission from the previous publisher that added the old one.

The author(s) and publisher(s) of the Document do not by this License give permission
to use their names for publicity for or to assert or imply endorsement of any Modified
Version.

5 COMBINING DOCUMENTS

You may combine the Document with other documents released under this License, under
the terms defined in section 4 above for modified versions, provided that you include in the
combination all of the Invariant Sections of all of the original documents, unmodified, and
list them all as Invariant Sections of your combined work in its license notice, and that you
preserve all their Warranty Disclaimers.

The combined work need only contain one copy of this License, and multiple identical
Invariant Sections may be replaced with a single copy. If there are multiple Invariant
Sections with the same name but different contents, make the title of each such section
unique by adding at the end of it, in parentheses, the name of the original author or
publisher of that section if known, or else a unique number. Make the same adjustment to
the section titles in the list of Invariant Sections in the license notice of the combined work.

In the combination, you must combine any sections Entitled “History” in the various
original documents, forming one section Entitled “History”; likewise combine any sections
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Entitled “Acknowledgements”, and any sections Entitled “Dedications”. You must delete
all sections Entitled “Endorsements”.

6 COLLECTIONS OF DOCUMENTS

You may make a collection consisting of the Document and other documents released under
this License, and replace the individual copies of this License in the various documents with
a single copy that is included in the collection, provided that you follow the rules of this
License for verbatim copying of each of the documents in all other respects.

You may extract a single document from such a collection, and distribute it individually
under this License, provided you insert a copy of this License into the extracted document,
and follow this License in all other respects regarding verbatim copying of that document.

7 AGGREGATION WITH INDEPENDENT WORKS

A compilation of the Document or its derivatives with other separate and independent
documents or works, in or on a volume of a storage or distribution medium, is called an
“aggregate” if the copyright resulting from the compilation is not used to limit the legal
rights of the compilation’s users beyond what the individual works permit. When the
Document is included in an aggregate, this License does not apply to the other works in
the aggregate which are not themselves derivative works of the Document.

If the Cover Text requirement of section 3 is applicable to these copies of the Document,
then if the Document is less than one half of the entire aggregate, the Document’s Cover
Texts may be placed on covers that bracket the Document within the aggregate, or the
electronic equivalent of covers if the Document is in electronic form. Otherwise they must
appear on printed covers that bracket the whole aggregate.

8 TRANSLATION

Translation is considered a kind of modification, so you may distribute translations of the
Document under the terms of section 4. Replacing Invariant Sections with translations
requires special permission from their copyright holders, but you may include translations
of some or all Invariant Sections in addition to the original versions of these Invariant
Sections. You may include a translation of this License, and all the license notices in
the Document, and any Warranty Disclaimers, provided that you also include the original
English version of this License and the original versions of those notices and disclaimers.
In case of a disagreement between the translation and the original version of this License
or a notice or disclaimer, the original version will prevail.

If a section in the Document is Entitled “Acknowledgements”, “Dedications”, or “His-
tory”, the requirement (section 4) to Preserve its Title (section 1) will typically require
changing the actual title.
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9 TERMINATION

You may not copy, modify, sublicense, or distribute the Document except as expressly
provided for under this License. Any other attempt to copy, modify, sublicense or distribute
the Document is void, and will automatically terminate your rights under this License.
However, parties who have received copies, or rights, from you under this License will not
have their licenses terminated so long as such parties remain in full compliance.

10 FUTURE REVISIONS OF THIS LICENSE

The Free Software Foundation may publish new, revised versions of the GNU Free Doc-
umentation License from time to time. Such new versions will be similar in spirit to
the present version, but may differ in detail to address new problems or concerns. See
http://www.gnu.org/copyleft/.

Each version of the License is given a distinguishing version number. If the Document
specifies that a particular numbered version of this License “or any later version” applies
to it, you have the option of following the terms and conditions either of that specified
version or of any later version that has been published (not as a draft) by the Free Software
Foundation. If the Document does not specify a version number of this License, you may
choose any version ever published (not as a draft) by the Free Software Foundation.

ADDENDUM: How to use this License for your documents

To use this License in a document you have written, include a copy of the License in the
document and put the following copyright and license notices just after the title page:

Copyright © YEAR YOUR NAME. Permission is granted to copy, distribute
and/or modify this document under the terms of the GNU Free Documenta-
tion License, Version 1.2 or any later version published by the Free Software
Foundation; with no Invariant Sections, no Front-Cover Texts, and no Back-
Cover Texts. A copy of the license is included in the section entitled “GNU
Free Documentation License”.

If you have Invariant Sections, Front-Cover Texts and Back-Cover Texts, replace the “with...
Texts.” line with this:

with the Invariant Sections being LIST THEIR TITLES, with the Front-Cover
Texts being LIST, and with the Back-Cover Texts being LIST.

If you have Invariant Sections without Cover Texts, or some other combination of the three,
merge those two alternatives to suit the situation.

If your document contains nontrivial examples of program code, we recommend releasing
these examples in parallel under your choice of free software license, such as the GNU
General Public License, to permit their use in free software.



